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Przedmowa

Intensywne badania nieliniowych uktadéw réwnan rézniczkowych doprowadzity na po-
czatku lat 60-tych ubieglego wieku do powstania teorii drgan quasi-okresowych [1, 3].
Najwazniejszym tutaj osiagnieciem stala sie tzw. KAM-teoria (skrét od pierwszych li-
ter nazwisk: Kotmogorow, Arnold, Moser), obejmujaca quasi-okresowe rozwiazania ukta-
dow hamiltonowskich. Do rozwoju teorii przyczynity si¢ takze prace N. N. Bogolubowa
2, 4], dotyczace quasi-okresowych rozwiazan stabo nieliniowych uktadéw ogélnej posta-
ci, oraz prace J. A. Mitropolskiego [16, 17], w ktorych zanalizowano uktady, opisujace
quasi—okresowe drgania.

Badanie quasi—okresowych drgan jest dosy¢ trudnym zagadnieniem, poniewaz drgania
te tatwo przechodza w okresowe przez nieznaczne zaburzenie. Potwierdzaja to doswiad-
czenia, jak rowniez teoretyczne wyniki jakosciowej teorii rownan rézniczkowych. Fakt ten
wymusza poszukiwanie mniej wrazliwego, niz quasi—okresowe rozwigzanie, obiektu badan
teorii drgan. Takim obiektem stal sie minimalny zbior, w ktorym rekurentne trajektorie
uktadu dynamicznego stanowia zbiér gesty. Obecnie najbardziej zbadanymi minimalny-
mi zbiorami sg zbiory toroidalne. Znaczacymi osiggnieciami w tym kierunku sg prace
N. N. Bogolubowa i N. M. Krylowa [2, 9], w ktérych rozpatrywano inwariantne toroidalne
rozmaitosci dla uktadéw nieliniowej mechaniki. Wyniki te przyczynily sie do otrzymania
przez J. A. Mitropolskiego metody catkowych rozmaito$ci w nieliniowej mechanice. Kon-
tynuacja tej teorii sa prace S. Diliberto [5, 6], J. Hale’a [8], J. Kurzweila [15]. Nowym kie-
runkiem staly si¢ natomiast badania K. O. Fridrichsa, w ktorych zajat sie on okresowymi
rozwiazaniami dodatnio symetrycznych uktadéw nieliniowych réwnan czastkowych [7].
Wyniki te, zastosowane w liniowych rozszerzeniach uktadéw dynamicznych na torusie,
stanowig swoista teori¢ istnienia inwariantnych toruséw dla tych uktadéw.

J. Moser w latach 60-tych ubieglego wieku, niezaleznie od metody catkowych roz-
maitosci, otrzymat nowe wyniki o zachowaniu inwariantnego torusa przy zaburzeniach.
Wykorzystal on mianowicie swoja szybko zbiezna metode iteracji do nieliniowych dodat-
nio symetrycznych uktadéw [18]. R. Sacker i G. Sell w pracy [23] kontynuowali badania
J. Mosera. Dopiero praca A. M. Samojlenki [24] wyznaczyta nowy kierunek badan. Po raz
pierwszy wprowadzono pojecie funkcji Greena (Greena—Samojlenki), ktéra data mozliwosé
zapisania inwariantnego torusa w postaci catkowej.

W konsekwencji pojawil sie problem znalezienia warunkéw istnienia funkcji Greena
[26]. Okazalo sie, ze takim ogdlnym warunkiem jest istnienie niezdegenerowanej formy

kwadratowej, ktérej pochodna wzdtuz rozwigzan uktadu jest dodatnio okreslona [25, 10,



19]. W poréwnaniu do dobrze znanej funkcji Lapunowa zauwazmy, ze forma ta moze
zmienia¢ znak.

Zastosowanie znakozmiennych funkcji Lapunowa w teorii regularnych na osi linio-
wych uktadéw réwnan rézniczkowych i liniowych rozszerzeniach uktadéow dynamicznych
na torusie jest dosy¢ perspektywicznym i aktualnym tematem, poniewaz badania te daja
mozliwos¢ odpowiedzi na pytania o wielko$¢ zaburzenia, ktére nie narusza wtasciwosci
regularnosci uktadéw liniowych i liniowych rozszerzen na torusie. Bez watpienia mozna
stwierdzi¢, ze wyniki otrzymane w tym kierunku majg dos¢ wazne znaczenie nie tylko
w teorii inwariantnych rozmaitosci, a takze w teorii wieloczestotliwosciowych nieliniowych
drgan, teorii optymalnego sterowania i teorii automatycznej regulacji.

W ksiazce przedstawiono wyniki badan prowadzonych w ostatnich latach nad regu-
larnoscig liniowych rozszerzenn uktadéw dynamicznych (patrz [11, 12, 13, 14, 20]) oraz
aktualny stan wiedzy w tym zakresie. Ksigzka dodatkowo zawiera wiele interesujacych
nietrywialnych przyktadow, ktérych zbadanie moze przyczynié¢ sie do otrzymania kolej-
nych ciekawych wynikow. Przede wszystkim ksigzka bedzie przydatna dla studentéw ma-
tematyki, pragnacych poglebié¢ swoje zainteresowania w zakresie dychotomicznych réwnan

rozniczkowych lub piszacych prace dyplomowe w tym kierunku.



1. Podstawowe okreslenia 1 oznaczenia

Rozpatrzmy uktad réwnan rézniczkowych

dx
E = f(x)a
o (1.1)

gdzie x € R™ y € R", f(x) = (fi(x),..., fm(x)) jest funkcja wektorowa okreslong
dla wszystkich x € R™, spelniajaca lokalnie warunek Lipschitza, tzn. dla dowolnego
zbioru ograniczonego D C R™ istnieje stata L taka, ze

1 (x) = F@)|| < Lllz — =],

dla wszystkich z, T € D. Oprécz tego bedziemy zaktadaé, ze funkcja f(z) spelnia nie-
rOWnos¢é
1 (@) < enllz]l + as,

dla wszystkich x € R™ z pewnymi nieujemnymi statymi oy, as. Przestrzen takich funkeji
bedziemy oznacza¢ przez Cp,(R™).

Poczynione zalozenia pozwalaja stwierdzi¢, ze zadanie Cauchy’ego

dx
% - f(l’),
x‘t:OZ Lo,

ma jedyne rozwigzanie z = x(t; zo) dla kazdego ustalonego xy € R™, okreslone dla wszyst-
kich t € R (patrz [21]).

Zaktadamy, ze macierz A(z) jest kwadratowa o wymiarach n x n, ktorej elementami
sa skalarne funkcje rzeczywiste, okreslone, ciaglte i ograniczone na R™.

W dalszej czesci bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen:

CY(R™) oznacza przestrzen funkcji rzeczywistych, ciaglych i ograniczonych na R™,

<y, @> = > y;y; oznacza iloczyn skalarny w R",
j=1

lyll = <y, y> oznacza norme wektora y € R",



[ A} = max|[[Ay]],

llyll=1

[Allo = sup [[A(2)]],
reR™

Q! (xg) to macierz fundamentalna liniowego uktadu réwnan:

dy
i Az (t; 20)) y, (1.2)
t
normowana w punkcie ¢t = 7, tzn. Qtr(%)‘t, = I,,, gdzie I,, jest n wymiarowg macierza

jednostkows,

C'(R™, f) oznacza podprzestrzeni przestrzeni C°(R™) takich funkcji F'(x), Ze superpo-
zycja (funkcja ztozona) F(x(t;x)) jako funkcja zmiennej ¢ jest funkcja rézniczkowalng
w sposob ciagly wzgledem zmiennej ¢t € R, przy czym

g d

== . F(z) € CO(R™).

t=0

F(z) = — F(a(t;x))

Uwaga 1.1. Czesto w rozwigzaniu zadania Cauchy’ego z = xz(t;x¢) indeks zero jest
opuszczany i nie jest zapisywany.
Razem z uktadem (1.1) bedziemy rozpatrywaé niejednorodny uktad réwnan:

dx

% - ('T)a

d

=% = Alx)y + h(x).
gdzie h(z) € C°(R™).
Definicja 1.1. Bedziemy méwié, ze uktad (1.3) ma ograniczona inwariantna rozmaitosé
wyznaczong rownoscia:

y = u(x), (1.4)

jesli funkcja u(z) € C'(R™, f) oraz speliona jest tozsamos¢:

w(z) = A(z)u(z) + h(z) Ve R™ (1.5)
Definicja 1.2. Jezeli istnieje n x n—wymiarowa macierz C'(z) € C°(R™) taka, ze dla funk-
cji Go(T,x) postaci:

Q(x)C(2(r; 7)), T <0,
Go(T, ) = (1.6)
D(2)|C(z(r;2)) — I,|, 7T>0,

spelnione jest oszacowanie:
|Go(T,2)|| < Ke I (1.7)

gdzie K i+ sa pewnymi dodatnimi stalymi, to funkcje okreslona wzorem (1.6) nazywamy

funkcja Greena zadania o ograniczonej inwariantnej rozmaitosci uktadu (1.1).



Istnienie funkcji Greena (1.6) pozwala stwierdzié, ze uktad (1.3) ma ograniczona inwa-
riantng rozmaito$é¢ (1.4) dla kazdej ustalonej funkcji h(x) € C°(R™), ktéra mozna zapisaé

w postaci catkowej:
y = u(z) = / Go(r, ) h(z(T; z)) dr. (1.8)

Aby sie o tym przekonaé, zapiszmy zlozenie:
ula(tse)) = [ Golr,alts ) ha(r,a(t; ) dr =
= [ G+ rayh(a(t+r2) dr = [ Gulr,a) ho(ria)) dr.

gdzie

Gi(T, ) = (1.9)

Otrzymujemy stad:
u(altio) = [ Q@)CGa(ria) ha(rsa)) dr+ [ Q)| Clalria)) - ] ha(ria) dr.

W ten sposéb funkcja y = w(xz(t;x)) jest ograniczonym rozwiazaniem niejednorodnego

ukladu réwnan:

dy _
dt
skad wynika tozsamosé¢ (1.5).

A(z(t; )y + h(x(t; ),

Uwaga 1.2. Poniewaz w strukture funkcji Greena (1.6) nie wehodzi funkcja h(z) € CO(R™),
to istnienie takiej funkcji zalezy tylko od ukltadu (1.1).

Uwaga 1.3. Spelnienie oszacowania (1.7) jest rownowazne spelnieniu oszacowania:
G0, 2)]| < Ke (1.10)
dla pomocniczej funkcji

0 (z)C(z), t>0,
G.(0,2) = (1.11)
! () [C’(x) - 14, t <0,

Faktycznie, jesli spetnione jest oszacowanie (1.10), to podstawiajac w miejsce = do lewej

strony nier6wnosci z(z, ), otrzymujemy:

|Grz(z,2)|| < Ke M = Kelt+2)=2],
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Poniewaz zmienne ¢, z zmieniajg si¢ niezaleznie na R, to mamy:
IG(r, )| < Ke 7,

Stad wynika oszacowanie (1.7). Podobnie mozna pokazaé, ze z oszacowania (1.7) wynika

oszacowanie (1.10).
Uwaga 1.4. Jedli uktad (1.1) ma funkcje Greena (1.6), to ukltad niejednorodny:

dy

W _ Attty + h(0), (1.12)
ma ograniczone na osi R rozwiazanie y = y(¢; x) dla kazdej ustalonej funkeji h(t) ciagtej

(przedziatami ciaglej) i ograniczonej na R. Rozwiazanie to zapisuje sie w postaci catkowej:

oo
y@@z/GmwMﬁMr

Uwaga 1.5. Funkcja (1.9) jest funkcja Greena zadania o ograniczonych rozwiazaniach
uktadu CC%{ = A(z(t;z))y dla kazdej ustalonej wartosci = € R™.

Whniosek 1.1. Jesli niejednorodny liniowy uklad (1.12) dla pewnej ustalonej wartosci x €
R™ 4 dla pewnej funkcji h(t) cigglej i ograniczonej na R nie ma ograniczonego rozwigzania,
to uktad (1.1) nie ma funkcji Greena (1.6).
Rozwazmy nastepujace przyktady.

PrzykKrAD 1.1. Wezmy pod uwage nastepujacy uktad réwnan roézniczkowych:

d$1
dt
dJIQ
dt

d
dii =y tgh(3z, — 4xy).

Rozwigzania dwoch pierwszych rownan: x; = t+xqg, x9 = 2t + x99, podstawiamy do trze-

—9 (1.13)

Y

ciego, otrzymujac:
dy
— =y tgh(-5t +7),
o = Y teh(=5t +7)

gdzie T = 3x19 — 4299. Wyznaczmy funkcje Qf (), ktéra ma postac:
—5z4+x_ _bz—

= = = 1
t T x —T =
QU (x) = o ST e _ (ke b
0 —5t+T 5t—% )
e +e

Znajdziemy teraz taka funkcje C'(Z) € C°(R), dla jakiej spetniony bedzie warunek (1.10).
W naszym przypadku mamy:

(S

e?+e® -~ 3
(WW) C(@)| < Ke™, t >0,

(1.14)

[

(6+6)\m@—u<Kw,t<o

e—5t+f + 651&—5
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Podstawiajac v = 1, zapisujemy nieréwnosci (1.14) w nastepujacej postaci:

—10t+x —z\ L
e +e 5
) , =20,

eT +e T

C(@)| < K(
eT 4 l0t-7 1
C(@) - 1] < K(> <.
er +e "
Przechodzac odpowiednio w otrzymanych nierownosciach z ¢t — 400 i t — —o0, otrzy-

mujemy:

et 4 e %
(1.15)
T 1
C@) — 1] < K(j) £ <0.
er +e %

Oczywiscie kazda funkcja C(T), spelniajaca jednoczesnie dwie nieréwnosci (1.15), bedzie

réwniez speliata (1.14) dla v = 1. Wéréd takich funkeji C(Z) mozna przyktadowo wybraé

e—f e—f 2 e—f n
e (Fres) oo (Fr)

Wybierajac pierwsza z nich, zapiszmy jedna z funkcji Greena dla uktadu (1.13):

nastepujace:

e~ 5THT | o5T-T % P T
( ez + e~ ) €—5T+§ + 657—57 TS O’
GU (T7 3:) = _ _ _
€—5T+z + €5T—m % e—57—|—r
_( e +e " > T e "

PrRzZYKEAD 1.2. Wezmy teraz pod uwage nastepujacy uktad réwnan:

d

&

dt (1.16)
dy . . 9 3 '
i (sinz + sin® z + sin” x)y.

Uktad (1.2) mozna zapisa¢ w postaci réwnania skalarnego:

‘fifg — (sin(t + x0) + sin®(t + o) + sin®(t + mo))y.

Wyznaczmy skalarng funkcje Qf(x). Mamy:

Qz(t) (.],’) _ efot(sin(z+a:)+sin2(z+x)+sin3(z+a:)) dz __

_ e%t—Q cos(t—i—x)—% sin 2(t+x)+% cos? (t+x)+2 cos x—i—i sin 293—% cos® x )

Poniewaz tli+rn Qf = 400, tliEn Qf =0, to do postaci funkeji (1.11) mozna tylko wybraé

C(x) = 0. W ten sposéb funkcja Greena (1.6) uktadu (1.16) jest jedyna i ma postac:

0, T<0,
Go(r,z) =

_6—%7'4-2003(7—&—:0)—&—%sin2(7+x)—%cosg(7+$)—2cosz—isin2$+%cosg’z’ 7> 0.
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PrzykrAD 1.3. Rozwazmy uktad réwnan rézniczkowych

dx

e,

dt ’

d

c% = (sinz + sin® 2)y.

Rozpatrywany uktad nie ma funkcji Greena, poniewaz niejednorodne réwnanie, ktore

odpowiada uktadowi (1.12), ma postac:

d
d% = (sin(t 4 o) + sin®(t + x0))y + 1.

Roéwnanie to nie ma ograniczonych rozwiazan, poniewaz z tego, ze

2m
/(sin(T + 20) + sin®(7 + 1)) dr = 0,
0

wnioskujemy, ze

t
/(sin(r + o) + sin®(7 + x¢)) dr,
0

jest ograniczona.

Uwaga 1.6. Jesli istnieje taka wartosé¢ zo € R™, dla ktorej prawa strona uktadu (1.1)

przyjmuje wartosé¢ zero, f(xg) =0, A(zo) = 0, to uktad (1.1) nie ma funkcji Greena (1.6).

PRzZYKEAD 1.4. Rozpatrzmy uktad réwnan roézniczkowych majacy postac:

d
d—j = sin4zx,
c% = ycos 10x.

Rozpatrywany uktad nie ma funkcji Greena, poniewaz dla wartosci z¢ = ?jf spetnione sg

rownosci sin 4z, = cos 10xg = 0.

PrzykrAD 1.5. Wezmy pod uwage nastepujacy uktad réwnan roézniczkowych:

dxq

—p = COST1C0ST3COS T3,

dzo )

—p = COST1c08 T sin s,

dxs )

—p = coszisingy,

ig = (Asinx3)y, A = const # 0.

Rozpatrywany uktad réwniez nie ma funkcji Greena, poniewaz dla wartosci 2o = (3,0, 0)

prawa strona uktadu bedzie réwna zeru.
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PrRzykEAD 1.6. Rozpatrzmy uktad réwnan rézniczkowych

CZU; = fi(z1, 9, v3) cOS 21,
ddx; = fo(wy, T2, T3) COS T3,
ddx;, = f3(1, 2, 23) cos 21,
Y (flarsma,as) cosa + folon, 2, 25) s )

gdzie f;(z1, 2, x3) € Crip(R*)NC°(R?) sa dowolnymi funkcjami. W punkcie 2o = (5,2, 0)

prawa strona uktadu bedzie rowna zeru, zatem uktad takze nie ma funkcji Greena.

PrRzZYKELAD 1.7. Przedyskutujemy teraz uktad réwnan rézniczkowych postaci

d

% = W1 COS 1 COST9 COS T3,

d

2 _ W9 COS T'1 COS Tg Sin X3,

dt

d

s _ w3 COS Z1 Sin o,

dt

d ) . .

diz{ = ()\1 sin(zy + Ay) + Ay sin(zs + Ag) + Agsin(zs + Ag))y,

gdzie w;, A;, A, sa pewnymi statymi.

Niech spelniona bedzie nieréwnosé |:\\—;| < 1. Wéwcezas wybieramy rozwigzanie pierw-
szych trzech réwnan: x; = ¢ = const, z; = 5, 3 = ¢t, gdzie stala ¢ jest rozwigzaniem
réwnania: A;sin(c + Ap) 4+ Apsin(§ + Ag) = 0, a ¢ = wy cos c. Rozwigzanie to wstawiamy
do czwartego réwnania. Zauwazmy teraz, ze niejednorodne rownanie:

dy

= (Assin(ét + Ag) )y + A1),

nie dla kazdej ograniczonej funkcji h(t) € C°(R) ma ograniczone rozwiazanie. Przyktado-
wo dla h(t) = 1.

Jesli \:\\—;] > 1, wybieramy rozwigzanie pierwszych trzech rownan: x; = Z

29
const, r3 = —As, gdzie stata d jest rozwigzaniem réwnania: A;sin(f + Ap) + Ay sin(d +

xzzd:

Ay) = 0. Podstawiajac to rozwiagzanie do czwartego réwnania mozna zauwazy¢, ze nie-
jednorodne réwnanie:
dy
— =0-y+ h(t),
7 y + h(t)
nie dla kazdej ograniczonej funkcji h(t) € C°(R) ma ograniczone rozwigzanie. Przyktado-

wo dla h(t) = 1.

Definicja 1.3. Uklad réownan (1.1) nazywa sie regularnym, jesli istnieje dla niego jed-

na funkcja Greena (1.6). Jesli wiadomo tylko, ze istnieje dla niego przynajmniej jedna
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funkcja Greena, to uktad (1.1) nazywa sie stabo regularnym. W przypadku kiedy istnieje
nieskonczenie wiele funkcji Greena (1.6) dla uktadu (1.1), to uktad taki nazywamy ostro

stabo regularnym.

Uwaga 1.7. Uktad (1.1) przyjeto nazywaé liniowym rozszerzeniem.

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad.

PrzYKrAD 1.8. WeZzmy pod uwage uktad rownan rézniczkowych

— =sinx,

dt (1.17)
&y _ 2(cos )

dt ~ v

Rozwiazania pierwszego roOwnania zapiszmy w postaci:

x(t'xo) =7mm, xy=7mm, mEeEZL,

’ = ‘t el xo # mm.

Podstawiajac te rozwigzania do drugiego réwnania i zastepujac zo przez x (aby uproscié

zapis), otrzymujemy:
2 302

dy cos® 2 — e*'sin

dt cos? 5+ €2t gin?

N8 N8
<

Zapiszmy funkcje

t .
2 :1: o 62z Sln2

/ cos 5 J

2 . z _ .

. cos? 22’ + €?*sin* £ e cos? £ + ¢ sin® £ 2
Q(r)=erT = . (1.18)

et cos? 5+t sin? 5

Zatézmy teraz, ze istnieje ciagla skalarna funkcja C'(x), dla ktérej spelnione sa oszacowa-

nia
Ql(z)|C(2)] < Ke™?, t >0,
(@) 1C() -
Qb(z) |C(x) — 1| < Ke*, t <0,
z pewna dodatnig stata K. Podstawiajac (1.18) do (1.19), otrzymujemy
2
C(z)] < Ke (et cos® £ + €' sin® £) t>0,
C()| ( ) (120

2

|C(z) — 1| < Kezt(e’ cos® £ 4 e’ sin 5) , <0,

Przechodzac odpowiednio w ostatnich nierownosciach do granicy z t — 400 it — —o0,
bedziemy mie¢

2

|C(z) — 1] < K(cos 7)2.

|C(x)| < K(sin2 E)2, (1.21)

Jasne jest, ze kazda funkcja C(z), speliajaca uktad nieréwnosci (1.21), bedzie takze
speliata warunki (1.20), (1.19). Zauwazmy, ze jedna z takich funkcji moze by¢ funkcja

O(z) = —2sin® = + 3sin* Z. 1.22
2 2
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Faktycznie, obliczajac

4:6

3 2
C(z)—lz—Q(l—cong) —1—3(1—00823) —1:2C086§—3COS BL

tatwo sie przekonaé, ze spelnione beda dwa warunki (1.21), przy czym mozna wybraé

stata K = 3. Wykres funkcji (1.22) oraz ograniczen (1.21) przedstawiono na rysunku 1.1.

AC(X)

Rys. 1.1. Wykres funkcji (1.22) oraz ograniczen (1.21)

dla K = 3.

Wyznaczajac superpozycje dla funkeji (1.22), mamy:

2z 2z

t o3 3 t o 9
C(Z'(ng)):— ( €’ sin B m) +3<6 €” sin B m)
2 2

e~tcos? 5 + et sin? “tcos? § 4 e sin?

e tcos?Z 3 e tcos?Z 2
C’(a:(t;:v))—1:2< 2 21) —3( 2 2x).

et cos? g + et sin 5 et cos? g + et sin 5
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W ten sposéb jedna z funkcji Greena dla uktadu (1.17) ma postaé

€37 sin® z <0
: T X
e"Tcos?§ 4 e” sin? %’ ’

€37 cog® z

3e2™ sin? g -2

Go(r,z) =

—3e 7 cos* £ 42 ., 7>0.

e~ T cos? 5 +er sin? 5

Uwaga 1.8. Jezeli uktad (1.1) ma jedna funkcje Greena (1.6), to macierz C'(x) spehia

nastepujace dwie tozsamosci:
C*(z) = C(x), COla(t;z)) = Q(z)C(2)Q) (z). (1.23)
Jedli uktad (1.1) ma nieskoniczenie wiele réznych funkeji Greena (1.6), to dla zadnej z ma-

cierzy C(z) nie bedzie spetniona zadna tozsamos¢ (1.23).

Uwaga 1.9. W uktadzie (1.1) zaklada sig¢, ze macierz A(z) jest ograniczona na R™. Ist-
nieja przyktady uktadu (1.1) z nieograniczona macierza A(z), dla ktérych uktad (1.3) ma

ograniczong inwariantng rozmaito$¢ (1.4) dla kazdej ograniczonej funkcji h(z) € CO°(R™).

PrzykrAD 1.9. Rozpatrzmy nastepujacy uktad dwoéch rownan:

dr _

dt (1.24)
) .
dié = (1+ 2+ 22)y + h(x).

Pokazemy, ze nie zwazajac na nieograniczono$é¢ wspotezynnika A(x) = 1+z+2?, dla kazdej
ustalonej funkcji h(z) € C°(R) uklad (1.24) ma jedna ograniczona rozmaito$¢ (1.4).
W tym celu rozwiazanie pierwszego réwnania x(t;x) = t + = podstawimy do drugiego,
otrzymujac:

dy

- = (1+ (t+2) + (t+2)%)y + h(t + ).

Nastepnie, zapiszmy rozwiazanie ogélne, ktére ma postac
Y

y = 6fot (1+(U+x)+(a+:c)2) do [C N /th(T N :L‘)e_ foT (1+(J+x)+(g+x)2) do dT}
0

gdzie ¢ moze zaleze¢ tylko od x. Zatdézmy, ze istnieje taka wartosé ¢ = ¢*, ze odpowiednie

rozwiazanie y = y*(t) jest ograniczone na R. Zapiszmy wtedy rownosé:
t
y*(t)e_ fot (1+(0+$)+(U+x)2) do _ E / h(r + ZE)e_ IN (1+(0+x)+(0+x)2) do dr, (1.25)
0

i przejdzmy do granicy z t — +o0o. Otrzymujemy:

+oo
= - / h(T + z)e s OHUMH(UH) )dg dr, (1.26)
0
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Podstawiajac warto$é¢ ¢* do (1.25), dostajemy

+oo . )
yH(t) = — / hr + z)el (1#trsariosa2)ao (1.27)

t

Poniewaz ma miejsce nieréwnosé 1+ (o + 2) + (0 + x)? > 2, to rozwigzanie (1.27) jest

ograniczone:

+00 4
3(r_
y 01 < [ hloe 0 dr = Al
t

W ten sposéb uktad (1.24) ma jedyna ograniczona inwariantna rozmaito$é, okreslona

rownoscia:
+00

y=u(x)=— / h(t+z)e Jy (H(UHH(UH)Q) “ dr.
0
Powracajac do rozpatrywania uktadu (1.1), w ktérym y € R, a A(x) jest ciagla
skalarna funkcja zalezna od zmiennych zy, ..., z,, (niekoniecznie ograniczona na R™),

udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1. Zaldzmy, Ze w ukladzie (1.3) ciggla skalarna funkcja A(z) dla wszyst-

kich x € R™ spelnia jedng z nieréwnosci
A(x) > a, a = const> 0, (1.28)
albo

A(r) < —a, « = const > 0. (1.29)

Wowezas uklad (1.3) ma jedyng ograniczong na R™ inwariantng rozmaito$é (1.4) dla kaz-
dej ustalonej funkcji h(z) € CO(R™).

DowOD. Jezeli spelniony jest warunek (1.28), to wtedy pokazemy, ze ograniczona inwa-
riantna rozmaito$é¢ uktadu (1.3) zapisuje sie w postaci:

+o0 .

y=u(xr)=— / h(z(T;x))e” Jo Awloando g (1.30)

0
Na poczatku przekonamy sie, ze réwnosé (1.30) okresla inwariantna rozmaitosé uktadu
(1.3). Rozpatrzmy w tym celu zlozenie:

+oo

+o00
u(z(t;z)) = — / h(xz(T+t,x))e” Jo Alottando gr / h(z(T;x))e” [ Ao do g
0

t
Wida¢ stad, ze dla funkcji u(x(t; z)) spetniona jest tozsamosé

du(z(t; z))

i = A(z(t;2))u(z(t; ) + h(z(t; x)),
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dla wszystkich ¢ € R i dla kazdej ustalonej wartosci x € R™, co pokazuje, ze rOwnosé
(1.30) okresla inwariantna rozmaito$¢ uktadu (1.3).
Pokazemy teraz, ze funkcja (1.30) jest ograniczona na R™. Faktycznie, na podstawie
nieréwnosci (1.28) i ograniczonosci funkeji h(z) mamy:
+00
h
@) < [ [hloe dr = 0.
o
0
W przypadku, gdy spetniona jest nieréwnosé (1.29), ograniczona inwariantna rozma-
itos¢ uktadu (1.3) zapisuje sie w nastepujacej postaci:
0

y=u(zr) = / h(a:(T;:E))efrO Ala(o@))do g (1.31)

—00

O

PrzyKrAD 1.10. Rozpatrzmy uktad réwnan rézniczkowych:

d.fCl

—_— =W ,

e~

d£C2

s, (132

dy 4,2 8.4

i (=2 + 3zizs — bajxs)y + h(xy, x2),
gdzie w; = const. Poniewaz funkcja A(xy,z5) = —2 + 3zix3 — 5z¥x3 spenia nieréwnosé:

Az, 29) < —2,2, to uktad (1.32) ma jedna inwariantna rozmaito$¢ dla kazdej ustalonej
funkcji h(z1,9) € C°(R?) i rozmaitosé te zapisuje sie w postaci:
0
y=u(zr) = / (w1 T + 21, waT + X2

— 00

)efTO (—2+3(w1'r+$1)4(0.127-1-362)2—5(w17+x1)8(w27+x2)4) do dr.

Proponujemy Czytelnikowi samodzielnie zbadaé¢ wtasnos¢ regularnosci nastepujacych

ukladow.
d d r 2010

1. ﬁ:w, w >0, @ _ AO+Z(Ancosnx+aninnx)]y.
dt dt | =
d d 2010

9. & _ w, w >0, & _ > (A, cos’ nz + B, sin® nm)]y
dt a1z
d d r 2010

3. a_ w, w>0, &Y _ Ay + Z(An cos® nx + B, sin® nx)}y
dt dt | =

n dx dy 10

| — >4 "y,
it~ dt [Z ”(Cosm)}y
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Cg =1, C;?i Li:o:l An(sina:)%}y

Cj;f =1, (Z = (2 + cos z)in Ty,

ccl; =1, fg = (3 + 2sinx)A0cs®y Ay = const.
CZ”; =1, CZ”; =2, Z‘g =

cj; = cos T, Cfg = 2(—sinx)y

C?tj = wj, wj = const, j=1,m, lezz{ = ytgh(\, ),

Dowies¢, ze uktad rownan

d—x = sin 20102,
dt

d
d—i =1y -cos 2011z,

nie ma funkcji Greena.

)\:()\1,...

(14 2sin® 1 + 3sinz; cos 29 + 1,5 cos? 13)y.

;Am), A; = const.



2. Pewne wlasnosci regularnych liniowych
rozszerzen ukladéw dynamicznych

Powréémy do rozwazan dotyczacych uktadow rownan (1.1) i zatézmy, ze uktad rownan

dz

T f(x)a
dt (2.1)
Y A@
dt - y7
ma funkcje Greena G (7, z) dla zadania o ograniczonej inwariantnej rozmaitosci
Q0 (2)C(x(T,x)), T <0,
Go(T, iC) = (22)
() |C(x(r,2)) — 1|, T>0,
dla ktorej spelniony jest warunek:
|Go(r, )| < Ke I, K, v = const > 0. (2.3)

W przypadku, kiedy dla uktadu (2.1) macierz A(z) = A jest stala, funkcja Greena

(2.2) nie zalezy od zmiennej x € R™ i ma nastepujaca postaé

Ce 47, 7 <0,
GO(T) = (2'4)
(C—1T1)e A", 7>0,

gdzie C jest stala macierzg rzutowania, tzn. C? = C. Funkcja Greena (2.2) moze by¢ przy
tym tylko jedna i istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy czesci rzeczywiste wszystkich
warto$ci wlasnych \; macierzy A sa rézne od zera: Re \; # 0. Tego typu zagadnienia sa

obszernie omawiane w [22].

Whiosek 2.1. Jesli w ukladzie réwnan (2.1) macierz A(x) = A jest stala i jej wyznacznik
jest réwny zero, to funkcja Greena (2.4) nie istnieje. W przypadku zmiennej macierzy A(x)

mozliwe jest (poziniej pokazemy przyklad), ze
detA(x) =0 Vzr e R™, (2.5)
i przy tym uklad (2.1) moze byé regularny.

Dokonajmy teraz w ukladzie rownan (2.1) zamiany zmiennych

y=L(x)z, (2.6)
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gdzie L(x) jest n X n wymiarowa macierza kwadratowa, ktoérej elementami sa funkcje
rzeczywiste ciagle i ograniczone na R™ i przy tym ztozenie L(z(t;z)) jest rézniczkowalne

w sposob ciagly wzgledem zmiennej t. Zatem L(z) € C'(R™; f). Zalézmy takze, ze
det L(z) # 0 oraz max{||L(z)||, (L)'} < ¢, c=const <oo. (2.7)

Ro6zniczkujac obie strony (2.6) wzgledem ¢, otrzymujemy

dy dL(x) dz

w - 'Z+L<=T)‘E—A($)y,
L(z) - OZ = A(x)L(x)z — deix)z,

dz _ dL(x)

= = (L) A L)

Z?
dt

W ten sposéb po zamianie zmiennych uktad réwnar (2.1) przyjmuje postac:

dx
E = f(x)7
i (2.8)
il B(x)z
gdzie macierz B(x) okreslona jest réwnoscia:
B(z) = (L(2))""A(x) L(z) — (L(z)) "' L(x) (2.9)

Uwaga 2.1. Dla uproszczenia zapisu macierz odwrotng (L(x))~! bedziemy odtad ozna-

czaé przez L™ (x).

Twierdzenie 2.1. Jezeli uklad (2.1) ma jedyng funkcje Greena (2.2), to réwniez ukiad
(2.8) ma jedynq funkcje Greena Go(T,z) i funkcje te zwigzane sq toisamosciq:

Go(r,2) = L(z) - Go(,2) - L (2(7; 7)) (2.10)

Jesli uktad (2.1) ma nieskonczenie wiele réznych funkcji Greena (2.2), to réwniez uktad
(2.8) ma nieskoriczenie wiele réznych funkcji Greena Go(T,x), przy czym pewne z tych
funkcji mozna wybrac w postaci:
Go(r,2) = LY (2) - Go(1, 2) - L(z(7; 7).
DowoOD. Na podstawie zamiany zmiennych (2.6) miedzy odpowiednimi rozwiazaniami
y(t; zo), z(t; o) liniowych uktadéw réwnan rézniczkowych

d d

= Alwltiao)y, o = Bla(tin))z, (2.11)
zachodzi zaleznos¢ y(t; xo) = L(z(t; x0))2(t; xo). Wynika stad, ze dla macierzy fundamen-
talnych QF (), ﬁi(:vo) normowanych w punkcie t = 7, odpowiednich uktadéow (2.11),
spetniona jest tozsamosé:

t

Qb (xg) = L(x(t; 20)) - U (20) - L (2(7; 30)). (2.12)
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Zatézmy teraz, ze uklad (2.1) ma jedyna funkcje Greena (2.2). Zapiszmy te funkcje

W postaci:
L@ Q@) - LN a(rs2)) - Clalrs 2), T<0,
Go(r,z) = o B
L(x)-Q)(x) - LN a(r;2) - [Clalrin) = L], 7>0,
_ Ly | %@ [ alm ) - Oletrs o)) <0, _
Q@)L @(riw) - Clalrin) — L a(r52)], 7>0,
- L) Qg<:c>-[L1—1<x<r;x>>-c<x<m>>L<x<m>>}, <O )
()| L (2 (r;2)) - Cla(r; ) L(a(riw) = L), 7> 0,

Widacé stad, ze uktad (2.8) réwniez ma jedyna funkcje Greena postaci:

Goira)— | @ [[TGme) - Clelmalierma)],  r<o
’ (@)L Y (w(r;2)) - Cla(ri2)) L(z(r; ) — L], 7> 0.

i miedzy odpowiednimi funkcjami Greena zachodzi tozsamosé (2.10). Na podstawie wia-
snodci (2.7) dla macierzy L(x) funkcja (2.13) réwniez spetnia warunek (2.3), ale by¢ moze
z inng statg K.

Jesli uktad (2.1) ma nieskoriczenie wiele r6znych funkeji Greena (2.2), to réwniez uktad

(2.8) ma nieskonczenie wiele réznych funkcji Greena. O]

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad.
PrRzYKEAD 2.1. Rozwazmy nastepujacy uktad réwnan roézniczkowych
dys
dx _o at | _ .cosx sine — 1\ (w1 ' (2.14)
dt dys sinx+1 —coszx Y2
dt

Pokazemy, ze uktad (2.14) ma jedyna funkcje Greena, zatem jest regularny. Dokonajmy

w ukladzie (2.14) zamiany zmiennych

vr) —(eova sty ) () (2.15)
Y2 SIH§ —COS§ 29

Obliczajac macierz (2.9), otrzymujemy:

B(z) = L™ (z)A(z)L(z) — L™ (z)L(z) =
[ cos % sin % Ccos T sinx — 1 cos % sin % .
sin % — COS % sinx+1 —cosx sin g — COoS

z i T _ain T z
CoS 5 sin 5 sing  cos 3 1 1
i T z z in T
sin 5 COS 5 cosy  sin g 1 1
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W ten sposéb uktad (2.14) po zamianie zmiennych przyjmuje postaé:

Ll
dr _ dt | _ [ A1) (2.16)
dt o | \=2

dt

Oczywiscie otrzymany uktad (2.16) ma jedyna funkcje Greena:

0 0
S P
Go(T) =

- e 0
- , 7>0.

Wynika stad, ze réwniez uktad (2.14) ma jedyna funkcje Greena, ktéra ma postaé:

Galr.) = L(w) - Colr) - L (i) =
sing  —cosgy ) \0 ¢ Sin(7+%> —COS(TJr%) P TS
~\sinZ —cosz 0 0 Sin(T‘i‘%) _COS(T+%) T

2 2

Zwr6éémy uwage na to, ze w regularnym uktadzie (2.14) wyznacznik macierzy A(x) =
( cosr sinz—1

) jest réwny zero.
sinz+1 —coszx

Poniewaz przy zamianie zmiennej niezaleznej t — pt, p € R p # 0, uktad (2.1)

przechodzi w uktad:

d d
=@, S =p- Ay (2.17)

to z regularnosci uktadu (2.1) wynika regularnosé¢ uktadu (2.17). Jesli uktad (2.1) ma
nieskonczenie wiele réznych funkcji Greena (2.2), to takze uktad (2.17) ma nieskoncze-
nie wiele réznych funkcji Greena dla kazdej ustalonej rzeczywistej niezerowej wartosci

skalarnego parametru p.

Rozpatrzmy teraz nastepujacy uktad z parametrem:

dx d
—=f@),  S=p- Ay (2.18)

Wyjasnimy zagadnienie zachowania wtasnosci regularnosci uktadu (2.18) przy zmianie
parametru p # 0. Powréémy do rozpatrzenia uktadu (2.14) z parametrem p # 0.
PRZYKEAD 2.2. Zajmijmy sie nastepujacym uktadem réwnan rézniczkowych
dys
d cosr sinx —1
W _y o g (2.19)
dt @ sinx+1 —cosx Yo

dt
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Zbadamy wlasnosé regularnosci uktadu (2.19) przy zmianie rzeczywistego parametru

p#0.
W uktadzie (2.19) zrobimy zamiane zmiennych (2.15). Korzystajac z poprzednich

obliczen, mamy:
le
dx dt I 1 0 1 z1
o _ . . 2.20
dt 4z [p(—l —1) (_1 0)] (22) 220
dt

Obliczajac wartosci wlasne \; statej macierzy

B 1 1 0 1)} P p—1
Pl -1 0/ \-p+1 —p )’

otrzymujemy, ze )\j- = p*—(p—1)°=2p — 1. W taki sposéb wnioskujemy, ze jesli p > %,
to obydwa uklady (2.19) i (2.20) beda regularne, a jesli p < 3, to uklady te nie maja

funkcji Greena.
Rozpatrzmy nastepujacy przyktad.

PrRzYKLAD 2.3. Wezmy pod uwage nastepujacy uktad réwnan rozniczkowych

dys

dj _1 dt _ CO.SZE sinx -1 0 C?sx —sinz Y1 C(221)
dt Y2 —sinz coszx 2 -1 sinz cosz Yo
dt

Po zamianie zmiennych, dostajemy

21|  [cosz —sinx U1
29 ~ \sinz cosz Yo '

Wtedy uktad (2.21) przyjmuje postac:
le

d dt — -1
a_ S I ) (2.22)
dt @ 2p+1 —p) \ 2

dt

Obliczajac wartosci wlasne Ai, Ay dla statej macierzy

—p -1
B= P ,
2p+1 —p

M=-p+y/-2p-1, =—p—/=2p—1

Wida¢ stad, ze warunek Re \; # 0 nie bedzie spetniony dlap = —11ip = 0.

mamy:
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Uwaga 2.2. Przyktady uktadéw (2.19) i (2.21) pokazuja, ze mozliwa jest sytuacja, kiedy
uktad (2.1) ma jedyna funkcje Greena (2.2), a ukltad (2.18) dla p = —1:

dx dy

nie ma zadnej funkcji Greena.

—A(x)y, (2.23)

W dalszym ciagu pokazemy, ze ma miejsce nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2. Niech uklad (2.1) ma jedyng funkcje Greena (2.2). Wtedy uktad
dx dz

pri (x), i — AT (2)z, (2.24)
ma réwniez jedyng funkcje Greena Go(t,x) i funkcja ta zwigzana jest z funkejg (2.2)
rOwWnosciq:
Go(r,2) = —=GL(0, z), (2.25)
gdzie
C00) {Qg(x)(J(x), >0, 226)
o)) - 1], 7 <0

DowOD. Poniewaz uktad (2.1) ma jedyna funkcje Greena (2.2), to funkcje Greena za-

dania o ograniczonych rozwigzaniach dla ukladu liniowego % = A(z(t;z))y zapisujemy

w nastepujacej postaci:
0p(2)C ()2 (), T<H,
Gy(r,x) =
() |C(x) = L|Wx), 7>t
Zmieniajac miejscami ¢ i 7, otrzymujemy
_ [m@owote, t
0 (2)[C(2) = [,|QW(x), t>7.
Teraz zapisang macierz transponujemy, otrzymujac:
. [0()]" (@) [5()] t<r,
G (t,x) = 0 Tr T
(W (@)] [CT) - L][%(@)] , t>7
Przy tym, na podstawie (2.3), dostajemy nastepujaca nier6wnosé
IGT (t,2)|| = IG-(t,2)[| = [|Go(t — 7. 2(r;2))|| < Ke 7. (2.28)
Wykorzystujac tozsamosé C (z (1;2)) = QF (z) C (z) Q0 (), funkcja (2.27) dla ¢t =0

moze by¢ zapisana w nastepujacej postaci:

cr0.0) = | €@ ()], o<T
T {C’T(x) - In} [Q ’

N

T,

G,(t,x

(2.27)

[«
—~
8
e
\]
A
k=
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Oznaczajac P(x) = I, — C(x), z réwnosci (2.29) otrzymujemy:

(@)]' Pla(r,2)), <0,

_GZ(()?J:) = 0 T
Q)(@)] [Pla(r,2) - L], >0

(2.30)

Poniewaz macierz [Q7 (x)]” jest unormowana fundamentalng macierza rozwiazan sprze-
zonego ukladu liniowego % = — A (z(t; z))z, to na podstawie oszacowania (2.28) wynika,
ze rOwnosé (2.30) okresla funkcje Greena uktadu (2.24). O

Uktad réwnan (2.24) przyjeto nazywaé sprzezonym do uktadu (2.1) wzgledem zmien-
nych normalnych y € R"™.

Jednym z waznych i ciekawych zagadnien jest badanie warunkéw, przy ktorych dla ukta-
du (2.1) istnieje zamiana zmiennych (2.6), ktéra sprowadza go do uktadu sprzezonego

(2.24). Jedli taka zamiana zmiennych istnieje, to na podstawie réwnosci (2.9) otrzymamy:
—AT(z) = L™} (2) A(x) L(x) — L™} (z) (=),

a stad wynika, ze macierz L(x) spelnia uklad réwnan:

dL _
dt

dx_

A(x)L + LAY (), i f(z). (2.31)

Uktad (2.31) mozna poréwnaé z uktadem (2.1), w ktérym nie wystepuje juz wektor
y € R™ natomiast wystepuje nieznana n x n wymiarowa macierz L. Uklad (2.31) ma try-
wialng inwariantng rozmaitos¢ L = 0. Potrzebujemy jednak, aby uktad miat nietrywialng
inwariantna rozmaito$é¢ L = L(x), gdzie macierz L(x) € C'(R™; f) jest niezdegenerowana
i oprocz tego spelnia warunek (2.7). Rozpatrujac odpowiedni liniowy uktad z parametra-

mi:

aL _
dt

zapiszmy jego rozwigzanie ogblne:

A(z(t;20)) L + LA™ (x(t; 20)), (2.32)

L = Q4(w0)C(0)[(w0)]" = L(t; 29), (2.33)

gdzie C'(xg) jest dowolng macierza. Przy czym nalezy znalez¢ albo dowiesé istnienia takiej

niezdegenerowanej macierzy C(zg), dla ktérej spelniona bytaby tozsamos¢:
L(t; zo) = L(0; x(¢; o).

Oczywiscie jesli A(x) jest macierza zerowa A(z) = 0, to za macierz L mozna wybraé
dowolng niezdegenerowana stala macierz. Zatézmy teraz, ze w uktadzie (2.31) macierz
A(x) ma postaé:

A(z) = - M(x), (2.34)
gdzie ® jest stala, symetryczna, niezdegenerowana macierza, a M (x) jest pewna zmienna
sko$nie symetryczng macierza M7 (x) = —M (x). W tym przypadku, w klasie niezdegene-

rowanych macierzy L = L (z), ktéra okresla inwariantna rozmaitosé uktadu (2.31), mozna
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wybrac¢ statag macierz L = ®. Rzeczywiscie, z jednej strony pochodna statej macierzy row-

d®

na si¢ zero, ‘;* = 0, natomiast z drugiej strony mamy:

A(2)L + LA (2) = DM (2)® + ®[®M (2)]" = DM (2)® + O[—M(2)]D = 0.

Zatézmy teraz, ze macierz kwadratowa A (x) jest 2n; wymiarowa (n = 2n; parzyste)
i ma postac:
Ai(z) By (x)

B () —AT(2)] (2:35)

gdzie Ay (x) jest ny X n; wymiarowa macierza kwadratowa, B; (x) to macierz symetrycz-

na. W przypadku tym nietrywialna inwariantna rozmaitosé¢ uktadu (2.31) mozna okreslié

0 I
L= [_I 0]. (2.36)

rownoscia;

Rzeczywiscie, mamy:

A(x)L + LA™ () =

—Bg Al
AT B

B2 —A1
_AT _B

:[g g].

W ten sposéb, jesli uktad (2.1) jest szczegdlnej postaci:

dy,
d A B
T I IR e I K R U R CE )
dt dys Bi(z) —Ai(z)| \v2
dt
to zamiana zmiennych: y; = 25, yo = —21, sprowadza go do postaci sprzezonej:
Ll r
dﬁ — f(2) da | _ _ Ay(z)  Bs(z) Z1
dt ’ dzy Bi(z) —AT(x) z)
dt
Rozpatrzmy teraz uktad réwnan:
dr dy 4

gdzie macierz L(x) € C'(R™; f) spetnia warunek (2.7), natomiast A jest stala macierza.
Wprowadzajac do uktadu (2.38) zamiane zmiennych z = L(z)y, tatwo otrzymujemy na-

stepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 2.3. Niech niczdegenerowana macierz L (z) € C'(R™; f) bedzie taka, Ze
tloczyn

L(z)L Y (x) = A, (2.39)
jest macierzq stalq. Wowczas uklad (2.38) bedzie reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy cze$ci

rzeczywiste wszystkich wartosci wtasnych sumy macierzy B = A+ A sq rézne od zera.

Wracajac do ukladu (2.18) zwr6émy uwage na to, ze przy zamianie zmiennej nieza-

leznej pt — t uktad ten przyjmuje postac
dx dy

gdzie parametr pu = %. Uktad (2.40) mozna rozpatrywaé niezaleznie, gdzie rzeczywisty

A(x)y, (2.40)

parametr 4 moze przyjmowacé zerowe wartosci:

dv o dy _
a7 dt

przy czym warunkiem koniecznym regularnosci uktadu (2.41) jest, aby czesci rzeczy-

A(z)y, (2.41)

wiste wszystkich wartosci wlasnych macierzy A (xy) byly rézne od zera, tzn.

Re \;(zg) # 0, (2.42)

dla kazdej ustalonej wartosci xo € R™.
Warunek (2.42) nie jest wystarczajacy, aby uklad (2.41) mial funkcje Gre-

ena. Mozna to zaobserwowa¢ w nastepujacym przyktadzie:

d d 1
T _ 4 dy

a0 dt o +1”

(2.43)

Oczywiscie warunek (2.42) jest spetniony, bowiem

1

A = 0.
(:L‘U) |l'0| +1 7é
t—
Poniewaz x(t; x9) = o, to QL (z) = exp { 2] _:1} i funkcja Greena (2.2) ma nastepujaca
T
postac:
C’(a:)exp{ —7‘1}7 7<0,
Go(r,z) = 1) (2.44)
C(z) — 1]exp{m +1}, T > 0.

Oczywiscie dla funkcji (2.44) warunek (2.3) nie moze by¢ spetiony ze stala v > 0 nieza-
lezna od x € R. Prowadzi nas to do wniosku, ze uktad (2.43) nie jest regularny.

W przypadku kiedy w ukladzie (2.41) ciggla macierz A (z) jest okresowa
wzgledem kazdej zmiennej z;, i =1,m, to z warunku (2.42) bedzie wynikala

regularnosé¢ uktadu (2.41).

Proponujemy Czytelnikowi samodzielnie zbada¢ regularno$¢ nastepujacych uktadow

rownan rozniczkowych.
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dx
=9
dt ’
i y1\ [ 1,5c0os2x —0,5sin22x+0,5 —0,5cos2x — 1,5sin2x +1,5) (1
dt \ iy, B —0,5cos2x — 1,5sin22x 4+ 1,5 —1,5cos2x +0,5sin22 4+ 0,5/ \ya/
Wskazowka: przeprowadzi¢ zamiane zmiennych:
y1\  [—0,5cosz sinz 21
Yo B 0,5sinxz cosx 2]
dr d (y1) ([cosz sinz 1 1 cosr sinx Y1
cat P dt \ys] \sinz —cosz) \0 —1/ \sinz —cosz) \y)
de o d (wm) _ ((-1-2,6sn22) (=5,2sin?z) ) [
Cdt T dt \ ys —F (=5,2cos?x)  (—1+2,6sin2z)) \ya)

Wskazowka: przeprowadzi¢ zamiane zmiennych:

y1\  [cosx —sinzx 21
Yo ~ \sinz  cosz 2]

dwj B

7 7

= wj
cos® —siny) (1 2 cos®  siny\ (y1
sinty)  cosy 3 4) \—sinty cosy) \ya)’

=Y kjw; = (k,w), w; = const > 0, kj € Z.
=1



3. Warunki wystarczajgce regularnosci
liniowych rozszerzen ukladoéw
dynamicznych

Odwolujac sie do rozwazan zwigzanych z uktadem (2.1), ustalimy na poczatku pewne
dostateczne warunki istnienia jedynej funkcji Greena (2.2). Przypomnijmy, ze przez (y, z),

y, z € R™ oznaczamy zwykly iloczyn skalarny w R": (y, z) = X y;z;.
j=1
Twierdzenie 3.1. Niech dla ukladu rownan (2.1) macierz A(z) spetnia nieréwnosé:
(A(2)y,y) < —allyll’,  VyeR", (3.1)

gdzie stala « jest dodatnia i nie zalezy od x € R™ y € R". Wowczas uklad (2.1) jest

reqularny i funkcja Greena (2.2) ma postaé

Go(T, ) = {Qg(m)’ T=<0, (3.2)

0, 7> 0.

DowOD. Rozpatrzmy uktad liniowy:

dy
- = Alz(tz0))y, (3.3)
t
z ustalonym wektorem parametrow xy € R™. Pokazemy, ze wszystkie jego rozwiazania
eksponencjalnie daza do zera dla t — +o00 i wzrastaja dla t — —oo.
Dla dowolnego rozwiazania y = y(t) uktadu (3.3) zachodzi nier6wnos¢:

C;ltlly(t)H2 = jt (y(t), y(t)) = (Al(t; 20))y(1), y(1)) + (y(t), Alz(E; 20))y (1))

< —2ally(@)I*.

Dzielac obydwie strony nieréwnosci przez ||y (¢)||? i catkujac w granicach od 7 do ¢, 7 < ¢,

otrzymujemy:

t
AyOIF  _gae—r), r<t,

/Tyl S

skad dostajemy nierownosc:

ly@OI < ly(r)llee@, =<t (3.4)
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Zapisujac rozwiazanie uktadu (3.3) w postaci y(t) = QL (x¢)n i podstawiajac do nieréw-

nosci (3.4), otrzymujemy:
19 (zo)nl| < [lmfle™®, 7 <,

skad mamy:
t
HQTCEO)UH < e—a(t—T), <t
7]
W ten sposob dla normy macierzy fundamentalnej rozwiazan Q (o) uktadu (3.3) spel-
niona jest nier6wnosc:
12 ()] < e, r <t (3.5)

Wiynika stad, ze dla funkcji Greena zadania o ograniczonych rozwigzaniach dla uktadu
(3.3):
QL (2)C(x(T;2)), <t,
Gy — { H@OGLT) -
Qb(z) [Cla(r;x)) = L], 7>t

jedyna mozliwoscig wyboru jest C'(x) = I,,. Podstawiajac t = 0 dostajemy jedyna funkcje
Greena zadania o ograniczonej inwariantnej rozmaitosci uktadu (2.1) w postaci (3.2),
co nalezato dowies¢. O]

PrzYKEAD 3.1. Rozpatrzmy uktad réwnan:

A d —5 4 2si tgh
dt dt \ iy, tgh xs —2+4cosxy] \yo

Pokazemy, ze dla macierzy:

Az) = (—5+2sinx1 tgh 2o ) |

tgh a3 —2 4 cosxy
speliony jest warunek (3.1). Zapisujac odpowiednig forme kwadratowa, otrzymujemy:

(A(2)y,y) = (=5 + 2sinz1) yi + (tghzs + tghas) yiys + (=2 + cosx4) Y5 <
< =3y; +2lyllysl — w3 < — (2—V2) (47 +43).
W ten sposéb dla uktadu (3.6) spelniony jest warunek (3.1), co oznacza, ze uktad (3.6)
dla dowolnych funkcji f;(z) € Cpip(R*) ma jedyna funkcje Greena, czyli jest regularny.
Uwaga 3.1. Nieréwnosé (3.1) mozna uogdlnié, jesli zatozymy, ze istnieje n wymiarowa

stata symetryczna macierz S, dla ktérej spetniona jest nieréwnosci:

(Sy,y) > <lly|?, Yy € R", ¢ = const > 0, (3.7)

>
(SA(z)y,y) < —allyl?, Vy € R", o = const > 0, (3.8)

przy czym uklad (2.1) réwniez ma jedyna funkcje Greena postaci (3.2).
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Mozna sie o tym przekonaé, otrzymujac nieréwno$é podobna do (3.4) dla rozwiazan

uktadu liniowego (3.3). Mamy zatem:

d

21 $0y(),y(1)) = (SA(x(t; 20))y(2), y (1)) + (Sy(t), Az (t; 20))y(t)) <

< 20y < —m<5y<t>,y<t>>.

Poniewaz dla nietrywialnych rozwiazan y = y(t) uktadu (3.3) speliony jest warunek:
(Sy(t),y(t)) > 0, to z ostatniej nieréwnosci otrzymujemy:

(Sy(t), 5(0)) < (Sy(r), y(r)) exp {‘nsu“ - T>} <
<1Is]- Hy(r)H?exp{—Q“(t - ﬂ}, Y

Wynika stad warunek dla wszystkich rozwiazan uktadu (3.3):

E o
o < L e {-ge-nb, <

co prowadzi do oszacowania dla fundamentalnej macierzy rozwiazan:

S| a
o (ao)l| < yf Lol esp { %z <t
ol <y e - a-n}. r<e

W ten sposéb przy warunkach (3.7) i (3.8) ukltad (2.1) ma jedyna funkcje Greena i mozna
ja zapisa¢ w postaci (3.2).
Rozpatrzmy przyktad.

PrRzYKEAD 3.2. WeZzmy pod uwage uktad rownan rézniczkowych
dz; d 0,05 tgh —1+0,05tgh
o @), j=T4 ST =( R IotehE) o
dt dt \ vy, 240,1coszg —3+40,1tghxy Yo

(3.9)

Latwo zauwazy¢, ze macierz:

Alz) 0,05tghz; —14+0,05tghx,
x) = ,
240,1cosxzg —3+0,1tghxy

nie spetia warunku (3.1). Jesli wybierzemy dodatnio okreslona macierz S o postaci
2 -1
S = ,
-1 1
to iloczyn SA(z) bedzie spetnial nieréwnosé¢ (3.8). Mamy bowiem:

SA( ) 2 —1 0,05tghl‘1 —1+0,O5tgh$2
1,' = . =
-1 1 240,1coszs —3+4+0,1tghxy

_ [—2-0,1Tcoszz+0,1tghz; 1+0,1sinzy —0,1tghxy
240,1cosz3 —0,05tghz; —2—0,05sinzy +0,1tghay)
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Zapiszmy lewa strone nieréwnosci (3.8) i oszacujmy ja:
(SA(z)y,y) = (=2 —0,1cos a3 + 0, 1tgha) yo+
+(3+40,1sinzy —0,1tghxzy +0,1coszz — 0,05 tgh 1) Y192+
+ (=2 —0,05sinzy + 0, 1tghxy) y5 <
< (=2+40,2) 47 + (3+0,35) [y1|yo| + (=2 +0,15) 5.

—-1,8 1,675
et > 0,
1,675 —1,85

to dla formy kwadratowej (SA(x)y,y) speliona jest nieréwnosé (3.8). W ten sposéb

Poniewaz:

pokazalismy, ze uktad (3.9) jest regularny.
Uwaga 3.2. Zamiast nieréwnosci (3.8) mozemy potrzebowaé spetnienia nastepujacej nie-
rownosci:
(SA(@)y.y) > allyll’,  VyeR",

gdzie a = const > 0, dla pewnej statej symetrycznej macierzy 5, dla ktérej zachodzi waru-
nek dodatniej okreslonosci (3.7). Bedzie to wystarczajace, aby ukltad (2.1) byl regularny,
przy czym funkcja Greena ma nastepujaca postac:

0, 7 <0,

—%z), 7>0.

N

Powr6émy teraz do rozpatrywania uktadu (2.1), dla ktérego macierz A(z) ma postaé

blokowo—diagonalna:

dv d (y1\  [A(z) 0 %
o (0 L)) e

gdzie y; e R™, i=1,2, ny+na=n, [f(z)€ CLp(R™), Ai(x) € COR™).

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan mozna stwierdzi¢ prawdziwos¢ nastepuja-
cego twierdzenia.
Twierdzenie 3.2. Niech dla ukladu (5.10) istniejg dwie stale symetryczne macierze
S1, So, dla ktorych spetnione sq warunki:
(S, 1) > ally?, (Soy, y2) < —allye]|>.  a = const >0, (3.11)
(S1AL @)y, 1) < —[lpll® (Sada(@)ya, 1) < —llull?, (3.12)

Witedy uktad (3.10) jest reqularny, czyli uktad ten ma jedyng funkcje Greena dla zadania

<
<

o ograniczonych inwariantnych rozmaitosciach:

Q%(x: A 0
T(x7 1) 7 < O,
0 0
Go(r,x) = (3.13)
0 0
, >0
0 —0(z; A)
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gdzie Qb (xo; A;), @ = 1,2, s¢ normowanymi macierzami fundamentalnymi rozwigzar
odpowiednich uktadow:

dy;

= A (@ (t:30)) i

a xo jest m wymiarowym wektorem parametrow.

Warunek (3.12) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

(SA()y,y) < —lyl*,

. Sl 0 o Al(x) 0 . hn
=i a) (W) ()

Zauwazmy, ze tutaj warunek (3.7) nie jest spelniony, poniewaz macierz S jest ujem-

gdzie

nie okreslona, a macierz S; dodatnio okreslona. Przy tym warunek (3.12) oznacza, ze

pochodna niezdegenerowanej znakozmiennej formy kwadratowe;j:

V = (Sy,y) = (S1y1,y1) + (S292, ¥2)

wzgledem uktadu (3.10) jest ujemnie okreslona. Rzeczywiscie, mamy

V= (S191, y1) + (S1y1, 91) + (S92, y2) + (S2ya, Ua) =
= (S1A1(2)y1, 1) + (S1v1, A1 (2)y1) + (SaA2(2)ya, yo) + (S2y2, As(T)ys)
<=2 (Il + lll?)

Definicja 3.1. Liniowy uktad réwnan (3.3) dla ustalonej wartosci xy € R™ bedziemy na-
zywaé eksponencjalnie dychotomicznym na catej osi R = (—o0, +00), jesli przestrzen R”
mozna przedstawi¢ w postaci sumy prostej dwdch podprzestrzeni ET i1 B~ R" = ETQE ™,
takich ze dla kazdego rozwiazania ukladu (3.3) y = y*(¢) z warunkiem poczatkowym

yT(0) € BT zachodzi oszacowanie:
ly* O < Kly* (e, r<t,  tTER, (3.14)

a dla kazdego rozwiazania y = y~(t) z warunkiem poczatkowym y~ (0) € E~ spelnione

jest oszacowanie:
ly- @I < Kly (Dlle’™™,  t<7,  t7€R, (3.15)

przy czym state dodatnie K, v sg niezalezne od t, 7 € R.

Wiadomo, ze jezeli uklad liniowy (3.3) dla pewnej ustalonej wartodci xy € R™ jest
eksponencjalnie dychotomiczny na R, to istnieje jedyna funkcja Greena é(t, 7) zadania
o ograniczonych rozwigzaniach i funkcja ta zapisuje sie w postaci:

- QL PQY°, T < t,

G(t, 1) = (3.16)
—Q I, — P12, 7>t
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gdzie P jest staly macierzg rzutowania na podprzestrzen Et wzdluz E~, przy czym
(I, — P) jest macierza rzutowania na podprzestrzen £~ wzdtuz ET, natomiast P? = P,
Qf jest macierza fundamentalna rozwiazan ukladu (3.3), Qf|=o = ..

Okazuje sig¢, ze przy spetnieniu warunkéw (3.14), (3.15) z ograniczonosci macierzy

A(z) wynika ograniczono$¢ na R zmiennej macierzy postaci
Qi PQY = C(t), (3.17)
a stad juz wynika zachodzenie nastepujacego warunku dla funkcji Greena (3.16):
1G(t, Il < Ke=, (3.18)

gdzie stata dodatnia v jest taka sama, jak w warunkach (3.14), (3.15), a stata K moze
roznié sig od statej K. Funkcje Greena (3.16) przy uzyciu macierzy (3.17) mozna zapisaé
W postaci:
_ QLC(1), T < t,
Gt,r)=4{ " (7) h (3.19)
—QL I, —C(n)], 7>t
Jesli w uktadzie (3.3) bedziemy zmieniaé¢ parametr zo € R™, to moze si¢ zmieniaé

wtlasnos$¢ dychotomicznosci tego uktadu.

Twierdzenie 3.3. Niech ukiad (3.3) bedzie eksponencjalnie dychotomiczny na R dla
kazdej ustalonej wartosci wektora parametréw xo € R™ i niech stale dodatnie K, 7, K z
oszacowan (3.14), (3.15), (3.18) bedg niezalezne od xy € R™, wowczas funkcja Greena
(8.19) w sposéb ciggly zalezy od parametru x.

DowOD. Zapiszmy funkcje Greena (3.19) w postaci:

_ O (z)C <t
G(t,7,20) = r@0)C{r ) " (3.20)
—Q () [ C(r, xo)} T > t,
i dla niej zapiszmy warunek:
IG(t, 7, 20)|| < Ke M, (3.21)
Rozpatrzmy réznice:
é(t,T, .230) —é(f,T, .%0) = A(t,’]’, 230,,%0). (322)
Rézniczkujac te réznice wzgledem zmiennej ¢, otrzymujemy:
dA(t, T, 1o, T JUR—- ~
( i ) _ Aa(t 20 Gt 7, 0) — Ala(t: 50))G(t 7 To) =
w(t; 20)) [G(t, 7, 20) — G(t, 7, 50) | + (3.23)
[A(ﬂf(t,ﬂfo)) A(x(t; 7o) G(t, 7, %) =
A(z(t;x0)) - A(t, 7,20, To) + F(t, 7,20, To)-
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Poniewaz uklad (3.3) jest eksponencjalnie dychotomiczny na R, to uktad niejednorod-

ny
dA r
i A(z(t; 20))A (1),

ma jedyne ograniczone na R rozwiazanie dla kazdej ustalonej funkcji F'(t) okreslonej na
R:

“+oo
A= /é(t,a, x9)F (o) do.

W ten sposéb z réwnosci (3.23) otrzymujemy:

Al(t, T,x0,T0) = / G(t,0,10) - [A(x(0;10)) — A(2(0;%0))] - G0, T, T0) do. (3.24)

—0o0

Korzystajac z (3.21) i z réwnosci (3.24), mamy:

+o00
IA(t, 7, w0, To)|| < / |G(t, 0. 20| - |A(z(03 20)) — Alz(03 %0))|| - |G (0, 7, To) || do <

+o0o
< K2 / |A(z(0; 20)) — A(z(o; Zo))|| - e Mol g,

(3.25)
Oznaczmy teraz

A(t, T, 20, %) = / |A(x(o;20)) — A(x(0;T0))]| - e Mt=ol=vlo=rl g5 (3.26)

Poniewaz funkcje podcatkowa z prawej strony rownosci (3.26) mozna oszacowaé w naste-

pujacy sposob:
: _ = —lt—o|—vlo—T| Tll— -2
| A((0320)) — (o3 70))]| - e <2l Alloexp {5 (1t = [t = 71) = Zlol ¢

to funkcja (3.26) jest ciagta wzgledem zmiennych t, 7, xo, To i dla To = 2o przyjmuje

warto$¢ zero. Z nieréwnosci (3.25) wynika lim A(t, 7,20, To) = 0. Na podstawie (3.22)
To—T0
funkcja Greena (3.20) jest ciggta wzgledem parametru xy € R™, co konezy dowdd twier-

dzenia 3.3.
O

Z jedynosci funkeji Greena (3.20) i nastepujacej whasnosci uktadu (3.3):
d
d—?z = A(x(t; x(z; xo))>y = A(m(t + z; x0)>y,
wynika nastepujaca whasnoéé funkcji macierzowej C(7, x):

C(1,20) = C(0,2(1;20)) = Q5 (10)C(0, 20)Q2°(20).

Oznaczajac C(z) = C'(0,z) z funkcji (3.20) dla ¢ = 0, otrzymujemy funkcje Greena zada-
nia o ograniczonych inwariantnych rozmaitosciach (2.2) uktadu (2.1).

W ten spos6b dochodzimy do nastepujacego wniosku.
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Whiosek 3.1. Jesli uktad liniowy (3.3) dla kazdej ustalonej wartosci parametru xo € R™
jest eksponencjalnie dychotomiczny na R i w nieréwnosciach (3.14), (3.15) dla rozwigzan

tego uktadu wystepujq dodatnie stale K, ~y niezaleine od xq € R™, to uklad (2.1) ma
jedyng funkcje Greena (2.2).

Proponujemy samodzielnie zbadaé¢ regularnos¢ nastepujacych uktaddow.

1.
dx ) d (1 —3+ 2sinx 0 Y1
— =ginux, — = i .
dt dt \ ys 2010sin2x —24cosx | \ys
2.
dz d (1 34+ 2sinx % Y1
— = cosuz, — = .
dt dt \ y, 0 S544cosx | \yo
3.
d
dit” = flx), w€eR’
Y1 2+ tghx 0 0 0 Y1
i Yo | Ssinxg 3+ 2tghx, 0 0 Yo
dt | ys 0 2011 2 4 sinxy 0 U3

m 2010 2012 0 3+cosxs) \ys



4. Funkcje Lapunowa w teorii liniowych
rozszerzen ukladéw dynamicznych

W tym rozdziale powrécimy do rozpatrywania uktadu (1.1) i zastosujemy funkcje
Lapunowa do badania problemu jego regularnosci, czyli problemu istnienia jedynej funkeji
Greena (1.6) z warunkiem (1.7).

Nastepujace twierdzenie podaje warunki wystarczajace regularnosci.

Twierdzenie 4.1. Zalézmy, Ze istnieje n X n wymiarowa symetryczna macierz S(z) €
C'(R™; f) (ograniczona na R™ i superpozycja S(x(t;x0)) jest w sposdb ciggly rézniczko-

walna wzgledem t). Ponadto zakladamy, Ze spelniona jest nieréwnosé:
(|S@) + S(@)Ax) + AT (2)S(2)] y,y) < —[lyl®,  VyeR", (4.1)
oraz
det S(z) #0 Ve e R™. (4.2)

Wtedy uktad (1.1) ma jedyng funkcje Greena (1.6), ktora spelnia warunek (1.7) z dodat-

nimi statymi K, . Stale te mozna przy tym wybra¢ w postaci:
K = 2+ v2)([lAllolISll0)*?, v = lISllo) ™", (4.3)

gdzie ||Allo = sup [|A(2)]].
zeR™

DowOb.

Na poczatku udowodnimy, ze z warunkéw (4.1), (4.2) wynika eksponencjalna dycho-
tomicznosé uktadu (3.3) dla kazdej ustalonej wartosci parametréw xy € R™. Dla uprosz-
czenia zapisu oznaczmy: A(t) = A(z(t;x0)), S(t) = S(z(t;x0)). Warunek (4.1) oznacza,

ze pochodna formy kwadratowej:

Vit,y) = (S(t)y,y), (4.4)
wzgledem uktadu liniowego:
dy
— = At 4.
o = Ay, (4.5)

jest ujemnie okreslona, poniewaz mamy

V(t.y) = ([S@) +SOA®) + AT DS ®)] v.y) < ~lyl™ (4.6)
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Zat6zmy, ze niezdegenerowana macierz S(t) ma r dodatnich wartosci whasnych (1 <r

<n—1)in—r ujemnych wartoéci wtasnych. Oznaczmy:

M ={yeR": (S()Qy,Qy) >0}, (4.7)
My ={yeR": (S()y,Qy) <0}. (4.8)
Pokazemy, ze dla dowolnych wartosci t1, ts € R, t; < ty zachodza inkluzje:
M c M, M; C M. (4.9)
W tym celu nier6wnos¢ (4.6) zapiszemy w nastepujacej postaci:
d
7 (SO, Ry) < —[1%yl* (4.10)

Catkujac obustronnie nieréwnos¢ (4.10) w granicach od ¢; do ty (t; < t2), otrzymujemy:
to

(S(t2)Qy, Qy) — (S(t)Q'y, Wy) < —/HQéyHZd?f< 0 VyeR",y#0 (411)
t1

W ten sposob, jezeli punkt yo € R", yo # 0, nalezy do zbioru M, czyli zachodzi nieréw-
nos¢:
<S<t2)962y07 Qé2y0>> 07

to z nieréwnosci (4.11) wynika, ze (S(t1)Q6 vo, ' yo)> 0, czyli yo € M,

Jezeli punkt yo € R", yo # 0, nalezy do zbioru M, , czyli zachodzi nieréwnos¢:
<S(t1)961907 ley0>< 07

to z nieréwnosci (4.11) wynika, ze (S(t2)Q¢Evo, QPyo)< 0, czyli yo € M, .

Pokazemy teraz, ze zbior
+00
Mt = M} (4.12)
t=0
stanowi r wymiarowa podprzestrzen z R". W tym celu przeksztatlémy forme kwadratows
(5(0)y,y)

poprzez ortogonalng zamiang¢ zmiennych

y=Qz Q=@ (4.13)

doprowadzajac ja do postaci kanonicznej:
(QTS(0)Qz,2) = M2f + .o+ A2l — Mp120y — - — A2l A >0,7=1,n, (4.14)
gdzie Ai,..., A\, — A1, ..., — A, sa wartosciami wlasnymi symetrycznej macierzy S(0).

Ustalmy niezerowy r wymiarowy wektor

c=(c1,...,¢) (4.15)



40

i rozpatrzmy w przestrzeni zmiennych z,,4, ..., 2, domknietg kule, okreslona nieréwno-
Scig:
Mi12eg 4 oo Az K MG+ .+ ACl (4.16)

Nier6éwnosé (4.15) mozna zapisa¢ w postaci nastepujacego uktadu:

(@15(0)Qz,2) >0,

(4.17)
(1,,0)z = c.
Wracajac do zmiennych y zgodnie ze wzorem (4.13), mozna stwierdzié, ze uklad:
S(0)y,y) =0,
(S(0)y,y) (4.18)
(I,0)Q%y = c.
wyznacza zamknieta kule Ky z (n — r) wymiarowej hiperptaszczyzny:
(I,,0)0Q"y = c. (4.19)

Teraz dla kazdej ustalonej wartosci ¢ > 0 rozpatrzmy zbiér K; tych wartosci y € R",

dla ktorych jednoczesnie zachodza warunki:

(S0, Ay) > 0,

4.20
(IT,O)QTy = C. ( )

Ustalona ortogonalna macierz () jest stata i taka sama jak w (4.13) i (4.17). Pokazemy,
ze zbiory K, dla kazdej ustalonej wartosci t > 0 sa domknietymi kulami z (n — r) wymia-
rowej hiperptaszczyzny (4.19). Ustalmy pewna warto$¢ t = to > 0. Pokazemy, ze istnieja

niezerowe wartoséci z = z € R", dla ktorych zachodza warunki:

(S(to)z,2z) >0,

(4.21)
(1,,0)z = ¢,
gdzie
S(te) = QTR (t) % Q. (4.22)
Forme kwadratowsa
<S(t0>Z? Z)?
poprzez ortogonalna zamiane zmiennych
z = O(to)u, (4.23)
doprowadZzmy do postaci kanoniczne;j:
<@T<t0)§(t0)®(tg>u, U> = )\1 (to)u% 4+ ...+ )\T(to)uf — AT+1<t0)U3+1 — ... — )\n<t0)lbi,

(4.24)
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Rys. 4.1. Stozki okreslone przez nieréwnosé (4.25).

i rozpatrzmy nieréwnosc:
/\1 (to)'u,? + ...+ )\,(to)uf - )\r+1(t0)uf+1 — ... /\n(to)’u% > 0. (425)

Jedli pewien wektor (@y, U, . . ., U, ) spetia nieréwnosé (4.25), to takze i wektor (puy, pus,

.., PU,) dla dowolnej wartosci parametru p € R spelnia nieréwnosé (4.25). Wynika stad,
ze w przestrzeni zmiennych uq, ..., u, nieréwnos$¢ (4.25) wyznacza stozek. Oznaczmy go
przez K (to). Stozek ten zawiera r wymiarowe podprzestrzenie z R". Baza jednej z takich
podprzestrzeni ma postac:

10 ... 0]
1 0
............ I,
e=ler,...,e] = 0 0 A= 1ol
00 0]
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Bazy innych podprzestrzeni, ktére naleza do stozka K(tg), mozna otrzymaé przez
niewielkg zmiane ostatnich n — r wspotrzednych. Przyktadowo mozna wybraé¢ inng pod-

przestrzen z baza postaci

10 0

01
e=len,....5] = 00 ....... 1.7

e € €]

Aj(to)
)\n (t())

Powracajac od zmiennych u € R™ do zmiennych z € R" (wzér (4.23)) mozemy stwier-

gdzie € jest niezerowa liczba, wybrana z przedziatu otwartego: (0, ¢), gdzie €9 = min
J

dzi¢, ze zbior
K(to) = {z € R": (S(to)2,2) > 0}

zawiera w sobie r wymiarowe liniowe podprzestrzenie E". Baza jednej z takich podprze-

strzeni ma postac:

Vi

V = [v1,09,...,0.] = O(tg)e = wl

Tutaj V4 oznacza kwadratowa r wymiarowa macierz. Z zawierania sie zbioréw M, C M
wynika inkluzja K (tq) C K(0), a stad

E" C K(0). (4.26)
Na tej podstawie mozna stwierdzi¢, ze
det Vi # 0. (4.27)

Jesli macierz V; bylaby zdegenerowana, to kolumny {Ugl)}f_l tej macierzy bytyby liniowo

zalezne, czyli:
oo =0, S 02#0.
i=1 i=1

Stad wynika, ze pierwsze r wspolrzednych nastepujacego wektora:

4 0
2= b = H : (4.28)
i=1 <
sa zerowe. Podstawiajac wektor (4.28) do (4.14), otrzymujemy:
(QTS(0)QZ,2) = —A\1Ziyy — .. — MZ2 <0,

co oznacza, ze wektor (4.28) nie nalezy do zbioru K (0), co sprzeczne jest z (4.26).

Zmajdziemy wspolny wektor z, ktory nalezy do podprzestrzeni E” i hiperptaszczyzny

(1,,0)z = c. (4.29)
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Wektor ten szukamy jako kombinacje liniowsa:

Z= Zaivi =V a, (4.30)
i=1
gdzie v = colon {ay, g, . .., . } jest nieznanym wektorem. Podstawiajac (4.30) do (4.29),
otrzymujemy:
(I,,0)Va =c.

Stad jednoznacznie znajdujemy wektor a:
a="V""te

W ten sposob wektor (4.30) spelnia uktad (4.17). Wynika stad, ze zbiér K, okreslony
uktadem (4.20), dla kazdej wartosci t = tq > 0 jest niepusty.

Pokazemy, ze K, jest kulag domknieta, znajdujaca sie na (n — ) wymiarowej hiper-
plaszczyznie (4.19). Na podstawie nieréwnosci (4.11) dla ¢y = tg, t; = 0, wykorzystujac

(4.14) i oznaczenie (4.22), zapiszmy nier6wnosc:
S to)z,2) < )\122+...+)\T22—)\,,+122 — =2k 4.31
1 T r+1 n

Stad wynika ujemna okreslonosé (n — r) wymiarowego bloku ggg(to) macierzy:

ey Sii(to) Sia(to)
o) = (521@0) 522@0))'

Niech zamiana zmiennych:
23 = T(to)v®,

gdzie 2 = (2,41, . 2), V@ = (Upy1, . . ., Un), sprowadza forme kwadratows ( Sy (t)z2, 2(?)

do postaci kanonicznej:
<§22(t0)T(t0)U(2), T(to)U(2)> = —S\T+1U$+1 — ... )\n’Ui = <A’U(2), 'U(2)>.
Wowcezas dokonujac w nieréwnosci:

<S(t0)2, Z> > 07

zamiany zmiennych:
y = diag {Ir> T<t0)} v, U= (U(1)7 0(2)),

i podstawiajac stata wartosé¢ v = ¢, otrzymujemy:
(Si1(to)e, ) + (Sia(to)T(to)v®, ¢) + (Sai(to)e, T(to)v®) + (Av®, @) > 0. (4.32)

Wydzielajac odpowiednie wyrazenia kwadratowe, nieréwnosé (4.32) zapiszemy w postaci:

A1(Ursr = B2+ o4 Mnn — Bar)? < flo). (4.33)
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Z tego, ze zbior K, zawiera przynajmniej dwa niezerowe wektory, wynika nieréwnos¢
f(e) > 0. (4.34)

Z nieréwnosci (4.33) Widac' ze Ky, jest kula domkni@t@ (elipsoida). W ten sposéb wnio-

skujemy, ze do przekroju ﬂ K, zawartego w M™ ( ﬂ K; C M™") naleza niezerowe wek-

tory y(c). Zmieniajac r Wymlarowy wektor ¢ = (017 ...Cp), otrzymujemy 7 liniowo nie-
zaleznych wektorow, ktore nalezg do zbioru M+ = ﬂ M;". Oznaczmy te wektory przez
ya), ya), . ,y(t). Pokazemy, ze odpowiednie rozwi@zt;r(l)ia uktadu (4.5)

v (1) = Q) (4.35)
spetniaja warunek (3.14). Poniewaz y(Jg) € M, to dla wszystkich ¢ € R ma miejsce nie-
ré6wnosé:

(S(HQRYm, Wy >0, i=1,r. (4.36)
Oznaczmy
Vielt.y) = (SO, w) £ ey, >0, (437)

Na podstawie ograniczonosci macierzy A(t) na catej osi R = (—o0, +00), pochodna wzgle-
dem uktadu (4.5) zaburzonej formy kwadratowej (4.37) dla dostatecznie matych ustalo-

nych wartosciach € > 0 rowniez bedzie ujemnie okreslona. Mamy bowiem:

Vie(t,y) < —llyll* £ 25(At)y. y) < (1 = 2] Alloe) 1y ]I*. (4.38)

Widac stad, ze stalg e wystarczy wybra¢ w granicach 0 < ¢ < 2||A||

Oszacujmy z goéry zaburzona forme kwadratowa (4.37):
V(t.y) < (IS]lo + o)llyll*. (4.39)

Z nieréwnosci (4.38), korzystajac z (4.39), otrzymujemy oszacowanie:

1 —2[Afjos

1S]lo + € Ve(t,y(t)), (4.40)

i”wwm<—a—MMwWMW<_

dla dowolnego rozwiazania y = y(t) uktadu (4.5). Teraz podstawiajac do (4.40) rozwiaza-
nia uktadu (4.5) w postaci (4.35), dla ktérych speliona jest nier6wnosé (4.36), dostajemy

d
Vet y (1) < =y Velt gt (1), (4.41)
gdzie
1 —2[Afloe
= = —— > 0. 4.42
T ST + e (4.42)

Poniewaz nier6wnos¢ (4.36), to V-(¢,y™(t)) > 0 zachodzi dla wszystkich t € R, to mozemy
podzieli¢ obydwie strony nieréwnosci (4.41) przez V.(t,y*(t)) > 0. Caltkujac w granicach

od 7 do t, 7 < t, mamy:

Va(ty* (1) S Ve(ry®(n)) e r

N
~

(4.43)
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Korzystajac z postaci funkeji (4.37) i oszacowania (4.43), otrzymujemy:

o) = (LT O Wlr O} (Ve ey)

€ €
Vo(r,y* 3
< ( (1y (7)))2 exp{—%(t—T)}-
€ 2
Na podstawie oszacowania (4.40) z ostatniej nieréwnosci otrzymujemy
IS]lo + £ 2 ge!
ol < (P iy elew {-2e-n},  r<n @y

W ten sposéb dla wszystkich rozwiazan (4.35) uktadu (4.5), spelniajacych nieréwnosé
(4.36), zachodzi oszacowanie (4.44), takie samo jak oszacowanie (3.14) ze statymi:
K = (HSH+> 1 _ 12| Alle

; 1= 5 = ATt (4.45)

Zalézmy teraz, ze pewien wektor y* € R™ nie nalezy do zbioru M*. Wowczas istnieje
taka wartos¢ t = t* € R, dla ktorej y* ¢ M;t. Z (4.12) wynika, ze y* ¢ M,;" dla wszystkich

t > t*. Oznacza to, ze spelniona jest nierownosé
Vot g™ (1)) = (S()y"(1),y* (1)) <0Vt e [t7,400),

gdzie y*(t) = Qby* jest rozwiazaniem uktadu (4.5). Zapiszmy nieréwnosé (4.10) w naste-

pujacej postaci:

S Vol g (0)] > (0 (4.46)

Poniewaz ma miejsce nieréwnosé
—Volt,y) = =Sy, y) < ISlollyl* vy eR", (4.47)

to z oszacowania (4.46) wynika, ze

d . 1 N
5 Yty ()] > ST [=Vo(t,y"())]. (4.48)

Rozpatrzmy teraz nier6wnos$¢ (4.48) dla t € [t*, +00). Funkcja [—Vy(t,y*(t))] przyjmu-
je tylko dodatnie wartosci. Dzielac obydwie strony nieréwnosci (4.48) przez te funkcje

i catkujac w granicach od t* do t (t* < t), otrzymujemy

Vit (1) 2 [-Valt*, ()] o | ;“0 -1},

Korzystajac z oszacowania (4.47), z ostatniej nieréwnosci dostajemy

ISholly (@)1F > (=Yt (] esp{ et = 1),

a stad

Iy o) > (DY o

e (t — t*)}. (4.49)

1
2[5 1o



46

Otrzymane oszacowanie (4.49) pokazuje, ze kazde rozwiazanie y = y*(t) ukladu (4.5)
przy warunku poczatkowym y*(t)|,—o ¢ M musi wzrasta¢ na +o0.

W ten sposéb wnioskujemy, ze dowolna kombinacja liniowa wektordw y(t) e M™* réw-
niez nalezy do M™, poniewaz kombinacja liniowa odpowiednich rozwigzan Qéy(t.) uktadu
(4.5) dazy do zera na +o0.

Pokazemy, ze M™ jest r wymiarows przestrzenig. W tym celu wystarczy pokazad,
ze nie istnieje wektor § € M, ktérego nie mozna byloby zapisa¢ w postaci kombinacji
liniowej wektorow y(Jg) € M, i =1,r. Niech taki wektor y € M istnieje. Wowczas pewna
kombinacja liniowa é:l ¢yl + ¢r1y = ¥ nie nalezy do zbioru M, poniewaz zbior My
nie moze zawieraé (7’_+ 1) wymiarowych podprzestrzeni. Z inkluzji M+ C M~ wynika,
ze y & MT. W ten sposéb zbior M™ jest r wymiarowa podprzestrzenia z R™. Zmiefimy
oznaczenie M+ na E7.

Aby otrzymaé lepsze oszacowanie niz (4.44), mozemy zauwazy¢, ze dla kazdego nie-
zerowego wektora y* € E1 odpowiednie rozwiagzanie y*(t) = Qfy™ uktadu (4.5) spelnia

nier6wnosc:
Voo(ty™ (1) = (SOy*(1).y" (1) —ely™®)* >0 VteR, (4.50)
dla kazdej ustalonej wartosci €, wybranej z przedziatu:

O<ex<

1
. 4.51)
20 ATl (

Faktycznie, zalézmy, ze istnieje taka wartos¢ ¢ = t*, dla ktorej nier6wnosé (4.50) nie jest
spetniona, tzn.

Vo.(t,y+ () < 0. (4.52)

Woéwezas na podstawie nieréwnosci (4.38) mamy

d

V(b () < (1 =2[|Alloe) g™ (O] (4.53)
Z nieréwnodci (4.51)—(4.53) wynika, ze

Vo (t,yT(t)) <0  Vte (t' +o0). (4.54)

Mnozac obydwie strony nieréwnosci (4.53) przez —1, otrzymujemy

d
Ve (tyT ()] > (1= 2] Allog) 1y (O]
Stad i z oszacowania
—V_o(t,y) = —(S®)y, v) +ellyll® < ([IS]lo + ) lyll*, (4.55)

otrzymujemy:
d 1—2||Alloe
—[-V_(t,yT ()] >

dt [=Ve(t,y™ (1)) (4.56)
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Rozpatrujac nieréwnosé (4.56) tylko dla ¢ € (t*,+00), podzielmy obydwie strony przez
dodatnia funkcje [—V_.(¢,y*(¢))] 1 przecatkujmy obustronnie w granicach od ¢, (t; > t*)
do t (t; < t). Otrzymujemy wtedy, ze

V(g (t 1-2|A
In Veeltyy ())‘2 | Hog‘(t—h)a
—Vee(tr,y* ()]~ [ISllo+e
a stad
1 —QHAHoe‘

Vel (1) > Vet (t) exp S (t=t)}. (4.57)

Biorac pod uwage oszacowanie (4.55), z nieréwnosci (4.57) dostajemy:

—Voe(ti,y" () {1 — 2[|Alloe

+ 2
yr ()" =
™ @l 15T + 2 1570 + =

~(t—t1)}, <ty <t

Widaé stad, ze rozwiazanie y*(t) ukladu (4.5) wzrasta w +o00. Przeczy to temu, ze
yt € E*. Tak wiec dla wszystkich poczatkowych wektoréw y* € ET odpowiednie rozwig-
zanie uktadu (4.5) y*(¢) = Q4y™ spelnia nieréwnosé (4.50) dla wszystkich ¢ € R.

Przy zatozeniu, ze spelione sg nieréwnosci (4.50), maja miejsce nastepujace oszaco-

wania:

o) = (DT O Vb e it}

9 9

< (V()(T’gﬁ(ﬂ))é exp{—zH;HO(t — 7')} < (4.58)

€

< (HSHO)éHyﬂr)H ~exp{—2||;|’0(t _ 7)}, r<t,

£

Poréwnujac otrzymane oszacowanie (4.58) z oszacowaniem (3.14), mamy v = m Dla sta-

lej K zapiszmy réwnodé:

T
& Iyl ST,

1926y |
(t— T)} = Sup 1~ exp{
r<t ||y

Z oszacowania (4.58) wynika, ze

_ Slla\ 3
K(y+) < (” ||0> 27
€
dla dowolnej ustalonej wartosci €, ktéra spelnia nieréwnosé (4.51).

Przechodzac w tej nieréwnoéci do granicy przy € — — 0, otrzymujemy

1
2[[Allo
— 1
K(y™) < (2[|AllollS1o)z,

co przekonuje nas w tym, ze state K,y w oszacowaniu (3.14) mozna wybra¢ w nastepujacej

postaci:
1

REEN

K= |AlolISl0)z, o (4.59)
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Podobnie jak wczesniej dowodzimy, ze zbior
T=( M, (4.60)
t=0

jest (n — r) wymiarowa podprzestrzenig z R", M~ = E~ i dla kazdej ustalonej wartosci

wektora y~ € E~ dla odpowiednich rozwiazan uktadu (4.5)

y (1) =y, (4.61)

ma miejsce nierownosé

Vo(t,y™ (1) = (S@y~ (), y~ (1) +elly()|> <0 VteR, (4.62)

dla ustalonego ¢ € [0, ﬁ)

Z nieréwnosci (4.10), przy podstawieniu y — y~, dostajemy

d 2
Vet y= @) = Ny~ @1 > HSII M ONE

Calkujac zapisana nieréwno$é w granicach od 7 do t (7 < t), mamy

Vit () > VoD es{ g =n). Tt

a stad

Vil (1) > Vil O)esp{ =) T <

Z ostatniej nieréwnosci wynika, ze

Vilry () Z ISl O esp{—er-=m)} <t @6

Uwzgledniajac teraz nier6wnosé (4.62) i oszacowanie (4.63), otrzymujemy

Iy~ (r )H—( (1Y (T))—Vo(ﬂy(f))f < (—Vo(T,y(T))>é <

9 €

< (1) oo gk} <

Zmieniajac oznaczenia t — 7, T — t, mamy:

o< (Y o en{gi -0}t rer e

Poréwnujac oszacowania (3.15) i (4.64), otrzymujemy:

— (lISlo\? 1
R () ety
e T 98],

Uwzgledniajac to, ze wartos¢ € mozna wybra¢ dowolnie bliska

m (nieréwnosé (4.51)),

to stala K mozna wybra¢ w postaci (4.59).
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W ten sposéb udowodnilidmy, ze uklad liniowy (4.5) jest eksponencjalnie dychoto-
miczny na catej osi R. Czesé jego rozwiazan spetnia oszacowanie (4.58), a dla innej czesci
spelnione jest oszacowanie (4.64), a wiec zachodza odpowiednie oszacowania (3.14), (3.15).
Przy tym stale K,y mozna wybra¢ w postaci (4.59).

Udowodnimy teraz, ze state K,y z oszacowania (1.7) mozna wybra¢ w postaci (4.3).

W tym celu zauwazmy, ze z nieréwnosci (4.50) wynika, ze
(S)C(t)u, C(t)u) —e||C(t)ul* >0  VueR", (4.65)

gdzie C(t) = QLPQY, P jest staly macierza rzutowania na podprzestrzen Et wzdiuz E-,
natomiast ¢ jest ustalonym parametrem spetniajacym nieréwnosci (4.51). Podobnie z
nieréwnosci (4.62) wynika:

(S, — C(O)]u, [I, — C()u) + ][I, = CHul|> <O VueR™ (4.66)
Rozpatrujac réznice otrzymana z nieréwnosci (4.65) i (4.66), dostajemy

{ I = COWI? + 1O} - 2ASOCEU,w) + (SEuw) <0. (467)

Otrzymana nieréwnos¢ (4.67) podzielmy przez € > 0 i zapiszmy w nastepujacej postaci:

G~ 5 Sl + I ~ O+ 5 SEull ~ S5 ISl < 0.

Mamy stad:
IC(t)ull = [IC(t) —iS(t) +i5(t) | < IIG(t)—iS(t) ||+i||5(t) | <
wl = “ 2e “ 2e s 2e “ 2¢e “ls
1 1
<—= o ,
Il + -1 lolul
- ~ 1 1
— — . . - <
12 = COull = lIIn = C@)]u + 5-S(t)u — 5-S(t)u]

< Mk~ O+ Sl + oISl <

[STloffl-

1
S _
[Slloflll + 5

1
< —
h \/§€’
W ten sposéb wnioskujemy, ze zmienne macierze rzutowania C(t) = QPQOY i I, — C(t)

sg ograniczone

L 1) HS”". (4.68)

mase{ [l 1.~ Cllo} < (75 +5)

Poniewaz parametr € > 0 moze przyjmowac¢ wartosci dowolnie bliskie STATs (nieréwnosé

(4.51)), to z nieréwnosci (4.68) wynika:
max {[|Cllo, [ 1n = Cllo} < (14 V2)[[Alol| Sl (4.69)
Teraz oszacujemy funkcje Greena (3.16). Mamy:

125 PO2| = (1.0l < K(|C ()l exp {—y(t = 7)} <
<K+ V2)[[AlollSlloexp {=r(t =)}, T

N
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Podobnie otrzymujemy:
126[L, — PIOY| = 1241, — C(D)]| < K| 1o — C(7)l exp {y(t = 7)} <
S KA+ V2)[[AlollSloexp {v(t —7)}, t<T
Uwzgledniajac réwnosci (4.59), dostajemy
K =K1+ v2)[|AllollSllo = (2l AllolISll0) (1 + v2) [ Allo|Sllo = (2 + V2) (| Allol| S l0)*'?,
co odpowiada pierwszej z réownosci (4.3). Na tym konczy sie¢ dowdd twierdzenia 4.1. [

Uwaga 4.1. Lewa strona nieréwnosci (4.1) jest pochodna formy kwadratowe;

V= (S(z)y,y),

wzdhuz rozwiazan uktadu (1.1). Przy czym forma ta w odréznieniu od tradycyjnej funkeji

Lapunowa moze zmienia¢ znak.

Rozpatrzmy pewne przyktady ilustrujace badanie wtasnosci regularnosci.

PrRzYKEAD 4.1. Wezmy pod uwage uktad rownan rézniczkowych

d .
i “L = 2+ singi(0)y + @)y,
& fa), (4.70)
dt dyg

P ¢@(x)yr — (3 + 2cos qs(z))ys,

gdzie x € R™, funkcja wektorowa f(z) € Cpip(R™), funkcje skalarne g;(x) € CO(R™), j =
1,2, 3.

SprawdZmy, ze pochodna formy kwadratowej V = y? — y2 wzdtuz rozwigzan uktadu
(4.70) jest dodatnio okreslona. Mamy:

Vo= 2y101 — 2u202 = 2y1 [(2 + sinqu(2))y1 + q2(2)y2] — 2u2 [q2(2)y1 — (3 + 2cos gz(x))y2] =
= 22+ sinq (2))y? + 2(3 + 2sings(2))y? > 2(y> + 12).

Wynika stad, ze uktad (4.70) jest regularny.

PRzZYKELAD 4.2. Teraz, rozpatrzmy nastepujacy uktad

d .
% = (2 +sinq (z))y1,
dx d
o f(z), % = qa(x)y1 — (3 + 2cos ga2())y2, (4.71)
dyg . .
Fr g5 (x)y1 + go(z)y2 + (5 + 3sings(z))ys,

gdzie x € R™, funkcja wektorowa f(z) € Cpip(R™) oraz funkcje skalarne g¢;(z) € C*(R™),
j =1,6. Oznaczmy |g;|o = s%p lg;(z)], lglo = max{|galo, |gslo, |gslo} 1 W ukltadzie (4.71)
rER™

dokonajmy zamiany zmiennych:

vy = 82217 Yo = EZ9, Ys = 23, (4-72)
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gdzie € jest malym dodatnim parametrem. Stad, otrzymujemy

dz )
ditl = (2 +sing (2))z1,
dz dz
- f(@), —2 — eqy(x)z1 — (3 + 208 ga()) 22, (4.73)
dt
ng 2 .
P qs(w)z1 + eqs(x)z2 + (5 + 3singz(x)) 3.

Zapiszmy pochodng formy kwadratowe;j

V(z1,22,23) = 27 — 25 + 23, (4.74)

wzdtuz rozwigzan ukladu (4.73). Mamy

V =22+ sinq(x))2? — 22 [equ(x) 21 — (3 + 2 cos qo()) 2] +
+ 223 [52q5(x)zl + eqs(x)2z2 + (5 + 3sin qg(x))23] >

> 227 + 225 + 425 — 2e|qalol1 || 22| — 26|gs|ol 21| 23] — 2¢lgsolzs]|22| >

> 227 + 223 + 425 — 2e|qlo(|z1]|22| + €]zl 23] + |23]22]) = . (|21, |22, |22]),
gdzie forma kwadratowa

D_(t1,to, t3) = 265 + 2t5 + 4t; — 2¢|qlo(tita + ctits + tat3), (4.75)

zalezy od parametru € > 0. Zapiszmy nastepnie macierz 0., ktéra odpowiada formie kwa-
dratowej (4.75):
2 —clglo —*ldlo
Oc=| —¢elglo 2 —¢ldlo
—€2|Q\0 —¢lqlo 4

Widac stad, ze istnieje dostatecznie mata wartos¢ e = g5 > 0, dla ktérej zachodza nieréw-
nosci:

2 _
det foldlo} _ o et 0., > 0,
—eolqlo 2

co gwarantuje dodatnia okreslono$¢ formy kwadratowej (4.75). W ten sposéb wniosku-
jemy, ze pochodna formy kwadratowej (4.74) wzgledem uktadu (4.73) dla € = ¢ jest
dodatnio okreslona. Wracajac do zmiennych y; z uwzglednieniem (4.72), otrzymujemy

forme kwadratowsa

V(y1, Y2, y3) = V(g 2y1, 60 'va, Us) = €0 Y7 — € °va + 3,

ktorej pochodna wzgledem wyjsciowego uktadu (4.71) jest dodatnio okreslona. Oznacza

to, ze uktad (4.71) jest regularny.
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PrzYKEAD 4.3. Rozpatrzmy uktad rownan:

d
dr % = 1, sin @ + y, cos® ,
— =1, (4.76)
dt dys .

— =1, — Ysinz.

dt Y1 — Y2

W naszym przypadku mamy

Alx) = (sinx cos.Qx).
1 —sinx

Symetryczna macierz S(x) wybierzmy w postaci:

Obliczajac lewa strone oszacowania (4.1), otrzymujemy:

S(x) + S(x)A(z) + AT (2)S(z) = ( 2 s )

—sinx 2 —cosx

Sprawdzmy, ze zapisana powyzej macierz jest dodatnio okreslona. Faktycznie, zapisujac
odpowiednig forme kwadratowa, dostajemy
2y7 — 2(sinx)y1ys + (2 — cosx)ya > 27 — i — yasin®x + (2 — cosx)ys =

2 2

, 3
=y; + (2 — cosz —sin® z)y; > Z(yf +y3)-

W ten sposéb, na podstawie udowodnionego twierdzenia 4.1, wnioskujemy, ze uktad (4.76)

jest regularny.

Proponujemy samodzielnie zbadaé¢ regularno$é¢ nastepujacych uktadéw przy pomocy
funkcji Lapunowa.

1 dx (@) d (1 —3 4+ 2sinz 2010sin2x Y1
. — = f(x), — = .
dt dt \ y, 2010sin2x 2+ cosx Yo
Wskazéwka: V = y3 — 3.
dx d [ 2+tghx 2010 U1
2. — = f(x), — = :
dt dt \ s, 2010 —2+arctgxr /) \yo

Wskazéwka: V = y? — y3.

: 2
5 P og10sing, LY 2 [SnE cosT) (un)
dt dt \ iy, 1 —sinz/ \y

Wskazéwka: V = py1ys — y3 sin z.
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dr ... d (n sinz  cos’z\ [y
— =T , J— — . .
dt dt \ ys cos’x —sinz ) \1

Wskazéwka: V = pyrys + (y7 — y3) sin z.

de  1+z+a? d (p) [ sin®z  cos™z\ [y
Cdt 2 — 3z + 222 dt \ys]  \cos22z —sin®z) \yo)’

Wskazéwka: V = pyrys + (y7 — y3) sin z.

dx d [ —tghx 2010\ (w1
dt dt \ s, 1 tghz /) \yo

Wskazowka: V = y1ys.

dr ] (1) [—tghz O 1
a0 @ B 1 h '
Y2 tghz | \ya

Wskazéwka: V = py1ys + y3 tgh o



5. Pewne konstrukcje funkcji Lapunowa
w teorii liniowych rozszerzen uktadéw
dynamicznych

Rozpatrzymy teraz warunki konieczne regularnosci uktadu (1.1). Zwr6émy uwage na
to, ze spetnianie nieréwnoéci (4.1) z pewna symetryczng macierza S(z) € C'(R™; f) jest

rownowazne spetnianiu nastepujacej nieréwnosci:

(|S(@) + S(2)A(@) + A" (2)S(2)| y.y) > lylI> Yy R, (5.1)

dla pewnej innej symetrycznej macierzy S(x) € C'(R™; f). Przy czym wystarczy zamie-
ni¢ macierz S(z) na —S(x). Jedli nawet dla pewnej macierzy S(z) € C'(R™; f) bedzie

zachodzita nastepujaca nier6wnosc:
([S(@) + S(2)A(x) + AT (2)S(2)| y.y) > Bllyll>  VyeR" (5.1°)

z pewna dodatnig stalg [, niezalezna od = € R™, y € R", to zmieniajac oznaczenia:
%S(x) — S(z), dochodzimy do nieréwnosci (5.1).

Mamy nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 5.1. Zalézmy, ze uklad (1.1) ma jedyng funkcje Greena (1.6) spelniajgcq

oszacowanie (1.7). Wowczas istniejg niezdegenerowane symetryczne macierze S(z) € C' (R™; f),
dla ktorych zachodzi warunek (5.1).

DowOD.

Rozpatrzmy macierz S(z), ktora zapisujemy w postaci réznicy macierzy symetrycz-

nych:
S(z) = Si(x) — Sa(x), (5.2)

gdzie
) = 2/ (C(z) = L]" [25(2)]" Q5(x) [C(x) — L] dz, (5.3)
—9 / O ()7 (2)C () . (5.4)

Przypomnijmy oszacowanie (1.10) dla pomocniczej funkeji (1.11), majace postacé

1€2%(2)C ()]
1% () [C(x) — L] |

< Ke ™, t>0,
< Ke', t <0,
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gdzie dodatnie state K~ sa niezalezne od x € R™ it € R. Wynika stad, ze catki w row-
nosciach (5.3), (5.4) sa jednostajnie zbiezne na x € R™, a zatem macierze Si(x), Sa(z)
w sposob ciagly zaleza od zmiennej x € R™.

Sprawdzmy, ze macierze Sy(x), Sy(z) naleza do przestrzeni C'(R™; f). W tym celu,
przyktadowo, dla macierzy (5.4) zapiszmy superpozycje So(z(t;2)) i upro$émy nastepu-

jace wyrazenie:

Sy(z(t;z)) =2 / [C(x(t; )] [ (x(t; 2)] Q2 (x(t; 2))C(x(t; x)) dz =
—9 / :Qé(x)C(x)Q?(x)]T {Qgﬂ(gj)r [Q7+(2)] b (2)C(2) 8 () dz =

=2 / [Q(2)C()20(@)] " [ ()] (97 (2)] () C(2) 2 () dor =

=2 [ [20@)] €7(@) [95(2)]" 0 (2)C ()28 @) do
t
Wida¢ stad, ze superpozycja Sa(z(t;x)) jest funkcja rézniczkowalna wzgledem zmiennej
t. Znajdzmy pochodna:

L Syt ) = —2[20(@)]" (@) [2h(@)] Q@))% )+

dt
— Al (a(t;2))Sa(a(t; ) — Sa(a(t; x)) AT (x(t; 2)).
Podstawiajac t = 0, otrzymujemy:
Sy(z) = —2CT (2)C(x) — AT (2)Sy(x) — Sa(z) A(z). (5.5)
Podobnie mozna sprawdzi¢, ze macierz S;(z) nalezy do przestrzeni C'(R™; f) i dla jej
pochodnej S;(x) spelniona jest réwnos¢:

Si(z) = 2[C(x) — I,]" [C(z) — I,) — AT (2)S)(z) — Sy (x)A(z). (5.6)

Odejmujac réwnosci (5.6) i (5.5) stronami, dla réznicy macierzy Sy(z) — Sa(x) = S(x),

otrzymujemy:
S(z) + S(x)A(z) + AT(2)S(z) = 2[C(z) — I,)" [C(z) — L] + 20T (2)C ().

Zapisujac odpowiednig forme kwadratowa, mamy:

([S(@) + S(2)A(z) + AT(2)S(2)] v, y) = 2([C(x) — L]y, [C(x) — L] y)+
+2(C(2)y, Clx)y) = 2{[| [C(z) = L]ylP> + IC)yll’} - (5.7)
Dalej mamy:
lyll = 111 = C(x) + C@)yll < [T = C(@)]yll + IC)yll,
Iyl> < | [ = @)yl + 1C@)l* + 21 [T = C@)]yll - [Clayl <
<2[I1 = C@)]ylP + IC()yll?] -
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W ten sposéb, z rownosci (5.7), otrzymujemy oszacowanie (5.1).

Pokazemy teraz, ze macierz (5.2) jest niezdegenerowana. W tym celu oszacujemy z gory
i z dotu forme kwadratowa (S:(z)y,y) z symetryczna macierza wspdtezynnikéow (5.3).
Uwzgledniajac wlasnosé macierzy rzutowania C2(z) = C(z), [I, — C(z)]* = I, — C(z),
otrzymujemy oszacowanie z gory w postaci

0

(S1(2)y,y) =2 / (5(x) [In = Ca)]y, () [In — C(x)] y) d= <

<2 [ 195() [ — C@)ylPdz =2 [ 195(x) 1 — C@)P yl* dz <

<2 / 195 (=) [ = C@)]1I* dz|| [In — C(@)]yl* < aall [, — C(2)] gl

7, drugiej strony, z nierownosci
7o = C(@)]yll = 192(2)Q% () [I. — C(2)]yl| < 192(2)[15(2) [L. — C(a)] yll,

otrzymujemy:

1925 (x) (L = C@)]ylI* > L = C(x)] yl*

EreE
Uzyskana nier6wno$¢ pozwala oszacowaé z dotu forme kwadratowa (S;(z)y,y). Rzeczy-
wiscie, mamy

0

(S1(2)y,y) =2 / (5(x) [In — C(2)]y, () [In — C(2)] y) dz =

=2 [ I95(2) [T, - C@))yl* d= >

0 1 2 2
>2£H@@WMwmu—a@wu>mma—a@ww

Podobnie mozna oszacowaé z gory i z dotu forme kwadratowa (S»(z)y,y), gdzie odpo-
wiednia symetryczna macierz Sy(x) ma postac (5.4).
W ten sposéb dla dwoch form kwadratowych (S;y,y), j = 1,2, z symetrycznymi ma-

cierzami S; = S;(z) o postaci (5.3), (5.4), maja miejsce oszacowania:

{m(%0m2<@mw<aﬂ%/CMH

(5.8)
az||Cyll* < (Say,y) < aul|Cyll?, a; = const > 0,

gdzie C' = C(x) jest macierzg rzutowania: C% = C.
Pokazemy, ze z oszacowan (5.8) wynika brak degeneracji réznicy macierzy S; — Ss.

W tym celu ustalmy =z € R™ i doprowadZzmy macierz rzutowania C' do postaci Jordana:

(L0}
Q CQ—(O 0)—%«,
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gdzie Q jest ortogonalng macierza: Q7 = Q~!. Teraz w nieréwnosciach (5.8) dokonajmy
zamiany zmiennych y = Qz. Poniewaz ||CQz| = ||Q~'CQz||, to nieréwnosci (5.8) przejma
postac:

ar|[(In = Jo)z|* < (Siz, 2) < aal|(Ln — )2,

i (5.9)
asl| Jp2]|? < (S22, 2) < au|| 2], a; = const > 0,

gdzie §j =Q7'5;Q, j =1,2. Z nieréwnosci (5.9) wynika, ze macierze §j maja bloko-

glz 0 ! ; §2: Sll 0 )
0 So 0 O

przy czym obydwie macierze Sii, S92 sa dodatnio okreslone. Wynika stad, ze réznica

wo—diagonalng postac:

macierzy S; — Sy = Q7 (S; — S3)Q jest macierza niezdegenerowang. To konczy dowdd
twierdzenia. N
Uwaga 5.1. Struktura macierzy (5.3), (5.4) moze by¢ uogdlniona w nastepujacy sposéb:

Si(z) = / [C(a) = L] [Q5(x)]" Hi(w(z:2)Q(2) [O(2) — 1] dz = Si(2; Hy) - (5.10)

Sa(w) = / [C(a)]" [Q5(2)]" Ha((2:2))Q5(2)C(x) dz = Sy(w; Ho) (5.11)

0
gdzie Hy(x), Ha(z) to dowolne dodatnio okreslone symetryczne macierze, tzn.
(Hi(z)y,y) = hlly|)?, h=const >0, i=1,2 Hjzx)ec C'(R™). (5.12)
Przy tym pochodna wzgledem uktadu (1.1) formy kwadratowej
V = ([Si(z; H1) — Sa(x; Ha)] v, y), (5.13)
jest dodatnio okreslona, zatem spetiona jest nieréwnosé (5.1°) z macierza
S(z) = Si(x; Hy) — Sa(x; Hy) i B =0,5h > 0.

Uwaga 5.2. Przy zmianie dwoch macierzy Hy(x), Ho(x) € C°(R™), spetiajacych (5.12),
zbiér form kwadratowych (5.13) bedzie zawarty w zbiorze form kwadratowych majacych
postaé
V= ([Si(z; H) = Sa(x; H)] y, y),
z jedng dodatnio okreslong symetryczng macierza H(x) € CO(R™).
Faktycznie, dla dowolnych ustalonych symetrycznych, dodatnio okreslonych, macier-
zach Hi(z), Hy(z) € C°(R™), istnieje dodatnio okreslona macierz H(z) € C°(R™) taka,

ze spetniona jest réwnosc:

S1(x; Hy) — Sa(x; He) = Sy(x; H) — Se(x; H). (5.14)
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Taka macierz H (z) mozna wybraé nastepujaco:
H(z) = [C(z) — L) Hy(2)[C(z) — L] + [C(2)]" Hy(2)C(x) (5.15)

Podstawmy macierz (5.15) do réwnosci (5.10). Uwzgledniajac to, ze macierz C(x) jest

macierzg rzutowania, tzn.
C*x)=C(x), [I,—C@) =1,-Clz), C(z)[l,—Cx)] = [I, - C(x)] Clx) =0,
a takze, ze spetnione sg réwnosci:

C(a(t; 7)) = Q(@)C(2)Q(x), I — Cla(tz)) = Q=) L — Ca)] Q) (2),

Y

otrzymujemy réwnosé
Si(z; Hy) = Si(z; H).
Podobnie otrzymujemy: Sa(x; Hy) = Sy(z; H).

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.2. Niech uklad (1.1) ma jedyng funkcje Greena (1.6) z oszacowaniem
(1.7), wowczas kazda symetryczna macierz S(x) € C'(R™; f), dla ktérej zachodzi warunek

(5.1), bedzie spelniacé nieréwnosé:
([S(x) = S(x)C(x) = C"(2)S(w)] y.y) > Byl (5.16)
gisie = gpers, 14+ ATl = sup 14) + A7)

DowOD.
Z istnienia jedynej funkcji Greena (1.6) wynika, ze uktad réwnan liniowych
d
= Ala(t:a))y
jest eksponencjalnie dychotomiczny na R dla kazdej ustalonej wartosci x € R™. Wszystkie

jego rozwiazania, ktore daza do zera w 400, mozna zapisa¢ w postaci
y'(t) = Q@)Ca)n, (5.17)

gdzie n jest dowolnym wektorem z R".
Warunek (5.1) oznacza, ze pochodna formy kwadratowej V = (S(z)y,y) wzgledem
rozwigzan uktadu (1.1) jest dodatnio okre§lona. Wyjasnimy, na ile te forme kwadratowa

mozna zaburzy¢, tzn. na ile mozna ja zastapic¢ forma postaci
Vo = (S(x)y,y) +ellyl?, (5.18)

tak, aby jej pochodna wzgledem rozwiazan uktadu (1.1) réwniez byta dodatnio okreslona.

Obliczajac te¢ pochodna, mamy:

V. = <[5(fv) +(S(x) +el,)A(z) + AT (2)(S(x) + dn)} y,y) = (1= el - A+ AT[lo)ly]>
(5.19)
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W ten sposob, zaktadajac, ze spelnione sg nierownosci

1 1

TTAE AT < AT AT (5.20)

wnioskujemy, ze pochodna wzgledem rozwiazan uktadu (1.1) zaburzonej formy kwadra-
towej (5.18) jest dodatnio okreslona.
Pokazemy, ze dla wszystkich rozwiazan (5.17), ktére daza do zera na +o0o, musi ko-

niecznie zachodzié nieréwnosé:
(S(x(t;2)y* (1), y" (1) +elly™ ()* <0 VteR, (5.21)

gdzie
1

IA + ATlo

Przypuséémy, ze nieréwnosé (5.21) nie zachodzi, co oznacza, ze istnieje taka wartosé ¢ = ¢,

0<e < (5.22)

dla ktorej spetniona jest nastepujaca nierownosé
(S(z(to; 2))y* (to), ™ (to)) + exlly™* (to)[* > 0. (5.23)

Poniewaz funkcja (S(z(t; )yt (1), yT(t)) + 1]y (¢)||* jest Scidle rosnaca, to z nieréwnosci
(5.23) wynika, ze

(S(x(to; )yt (to), ¥t (to)) +erlly™ (t0)||> >0 Vit € (t, +00). (5.24)

Na podstawie (5.19) mamy:

Sty @, 5" ©) +erlly* OIF] > (1 - a1 A+ ATJo) g+ (O] >

7
(1—eq]|A+ ATo) o .
Sl SEE 0.y 0) +ally O]

Z otrzymanej nieréwnosci wynika, ze funkcja (S(z(t;x))y™(t),yT(¢)) + &1y (¢)]|? rosnie

w +00 do +00, co sprzeczne jest z tym, ze y*(t) — 0, t — +oo. Otrzymana sprzecznosé
pokazuje stusznosé (5.21).

Podstawiajac rozwiazania (5.17) do nieréwnosci (5.21), otrzymujemy dalej:
(S(a(t; 2))%(2)C()n, X (2)C(2)n) + el @)Cl)m* <0 VEeR.  (5.25)
Teraz w nieréwnosci (5.25) podstawiamy:
n = Q(x)p.
Korzystajac z whasnosci: C'(z(¢;x)) = Qb (x)C(x)Q)(z), otrzymujemy:

(S(a(t;2))Ca(t;2))n, Cla(t;x))n) +er||Clalt;z))n]* <0 VEeR.
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Podstawiajac do otrzymanej nieréwnosci ¢t = 0, dostajemy nastepnie nastepujace oszaco-

wanie:

(S(z)O(x)p, C(x)p) + 1 ||C(z)u|* <O Vo € R™. (5.26)

W podobny sposéb otrzymujemy oszacowanie
(S(2) (I — C@)p. (I — C@)p) — eall(l = C@)ul? >0, Ve eR™,  (527)

gdzie
1

_ 2
T4+ AT, (5.28)

0<er <

Odejmujac od nieréwnosci (5.27) nieréwnosé (5.26), dostajemy

(S(2)(In = C(2)p, (In — C(2))p) = (S(2)C(@)p, C() ) >
> ea|(In = C@))ull* + ed|C(x)pll*.

Stad dochodzimy do nastepujacej nieréwnosci:

— (SWC (), ) = (S, C(t)p) + (S, 1) > eall (Lo — C())pll® + er|C(O)el* >
> min{er, e} || (I = C@)ul* + IC@)u]’] > 0,5 min{e, &2}

Poniewaz przy spelieniu niezaleznych nieréwnosci (5.22), (5.28) bedzie zachodzita

oczywista réwnosc:
1

sup min {5]_, 52} = m,

to otrzymujemy oszacowanie (5.16), co nalezato udowodnié. [

Whiosek 5.1. Zaldzmy, Ze istnieje pewna symetryczna macierz S(z) € C'(R™; f), dla
ktorej zachodzi nieréwno$é (5.1) i macierz ta jest niezdegenerowana: det S(x) # 0, x € R™.

Wowczas dowolna inna symetryczna macierz 5(:1:) € C'(R™; f), ktora spetnia nieréuwnosé:
(|S(z) + S(2)Alx) + AT(2)S(2) | y,9) > lyI> vy e R,

takze bedzie niezdegenerowana, tzn. det S(z) # 0 dla x € R™.

Faktycznie, jedli istnieje niezdegenerowana symetryczna macierz S(x) € C'(R™; f),
ktéra spetnia warunek (5.1), to uktad (1.1) ma jedyna funkcje Greena (1.6) z oszaco-
waniem (1.7). W ten sposéb widzimy, ze spelnione sg zalozenia Twierdzenia 5.2. Przy

tym macierz S(x) € C'(R™; f) spehia oszacowanie (5.16):
([S(x) = S(2)C(x) — CT(@)S(@)] y. ) > Bllyl®. B = const >0,

i oczywiscie nie moze by¢ zdegenerowana dla zadnej wartosci x € R™.
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Twierdzenie 5.3. Zalozimy, zZe istnieje pewna symetryczna niezdegenerowana macierz
S(x) € C'(R™; f), dla ktérej zachodzi nieréwnosé (5.1). Wtedy macierz odwrotna S~ (z)

jest ograniczona na R™, przy czym spelnione jest oszacowanie:
1S~ (@) < 1A+ AT lo, (5.29)

gdzie | A+ ATlo = sup [|A(z) + AT (x)].

zeR™

DowOD. Korzystajac z Wniosku 5.1 i oszacowania (5.19), otrzymujemy
det(S(x) +€l,) # 0, Vo e R™, (5.30)

dla kazdej ustalonej rzeczywistej wartosci e, ktora spetnia nieréwnos$é (5.20). Warunek
(5.30) oznacza, ze dla wszystkich wartodci wlasnych A, ..., )\, macierzy symetrycznej

S(x) zachodzi nieréwnosé:

1
IA + ATllo-

Ustalmy pewna warto$¢ = = xy € R™ i doprowadzmy symetryczna macierz S = S(xg)

[Ajl >

do postaci Jordana:

S =Q7'AQ,
gdzie () jest ortogonalng macierzg Q= = Q7. Teraz szacujac norme macierzy odwrotne;j,
dostajemy:
B . _ 1
IS~ = e~ AT 'Q < A7 = max S 1A+ A™lo,
J
skad mozemy sie przekona¢ o prawdziwosci (5.29). O

Uwaga 5.3. Wyznacznik macierzy S(x) mozna oszacowaé¢ w nastepujacy sposob:

1

det S =|det Al = M| Xa] .. [ A] 2 ()"
| det ()] = |det Al = [Mf[As] .- [An] (”AJFATHO)

Podsumowujac mozna stwierdzié, ze w przypadku, kiedy uktad (1.1) jest regularny, kazda
z symetrycznych macierzy S(z) € C'(R™; f), dla ktérej zachodzi nieréwnosé (5.1), jest
niezdegenerowana i oprécz tego macierz odwrotna S~!(z) jest ograniczona na R™.

Uwaga 5.4.

Jesli pewna niezdegenerowana macierz S(z) € C'(R™; f) spetnia nieréwnosé (5.1), to

dla macierzy —S~!(x) = S(x) € C'(R™; f) zachodzi nastepujaca nieréwnosé:

<{S(x) —S(z)AT (z) — A(x)S(x)} 2, Z> > 217,

W. Oznacza to, ze pochodna niezdegenerowanej formy kwadratowej (S(z)z, z)
0

wzdhuz rozwiazan uktadu sprzezonego do (1.1) wzgledem zmiennych normalnych:

gdzie v =

dx dz

% = f(iL‘), a = _AT(‘T)Z
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jest dodatnio okreslona.

Proponujemy samodzielnie skonstruowaé funkcje Lapunowa dla nastepujacych ukta-

déw regularnych.

1. Cjile, Cgi:(leQCosac)y.

2. CZ:L Cj;i: [A+7§l(ancosnx+bnsinnx) y, A= const # 0.

3. CZ = 10 — sin 2z, Cj;i = (0,1 + cos2z)y.

4. Cj; =1 — sin 2z, CCZ;Z = (0,14 cos2z)y.

5. Zj = 0,8 — sin 2z, (j;; = (0,8 + cos 2z)y.

6. Cj;:\f—sin%c, Cj;i: <§+cos2x>y.

7. CZC; =1, d;f = sin o, ZZZ = (13 cosxy — cos x2)y.

8. CZL; =1, d;; =w, CZE; = COS X9, (j;; = (cosx1 + sinxs + sin x3)y.



6. Dopetnienie stabo regularnych liniowych
rozszerzen do regularnych

Przypomnijmy, ze uktad réwnan (1.1) przyjeto nazywaé stabo regularnym, jezeli ma
on przynajmniej jedna funkcje Greena (1.6) z oszacowaniem (1.7). Jesli uktad (1.1) ma

dwie rozne funkcje Greena:

to tych funkcji istnieje nieskonczenie wiele:

Go(r, ) = Qg(m)cp(x(ﬂx)): T <0,
YT 0w (Ot — L), 70,

gdzie Cy(z) = C(z) + p(C(z) — C(z)), p € R. Wynika to z faktu, ze dla réznicy

Go(r,2) — Go(T, &) zachodzi eksponencjalne oszacowanie:
|1Go(r, ) = Go(r, 2)|| < Ke 7,

ktore oznacza, ze

Ma miejsce nastepujace twierdzenie.

Q% () {C(I(T; x)) — C(x(r; x))} H < Ke 1, K, = const > 0.

Twierdzenie 6.1. Zatozmy, ze istnieje forma kwadratowa

W =(0(x)z,z), z€eR", (6.1)
z ograniczong na R™ symetryczng macierzq wspdtczynnikow O(x) € C'(R™; f) i niech
pochodna tej formy wzgledem rozwigzan sprzezonego do (1.1) uktadu:

dx dz
% = f(il?), % - —AT(.’E)Z, (62)

bedzie dodatnio okreslona, czyli zachodzi nieréunosé:

W = (|6() - 0@@)A" () — A(2)0(2)] 2,2) > |||, (6.3)
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Wowczas uktad réwnan (1.1) jest stabo reqularny. Przy czym, jesli dodatkowo zalozymy, ze
det ©(zg) = 0 dla pewnej wartosci xy € R™, to uklad (1.1) ma nieskonczenie wiele réznych
funkcji Greena (1.6), a uklad (6.2) nie ma zZadnej funkcji Greena, a jezeli det ©(z) # 0
Vax € R™, to uklady (1.1) i (6.2) bedg regularne.

DowOD. Rozpatrzmy rozszerzony uktad réwnan:

dy

d

(I (64)
= _ AT (2)z
dt

Pokazemy, ze pochodna niezdegenerowanej formy kwadratowej:
V =2p(y, 2) + (O(z)z, 2), (6.5)

wzgledem uktadu (6.4) dla dostatecznie duzych wartosci parametru p > 0 jest dodatnio
okreslona. Zapiszmy te pochodna:
V= 2p(y, 2) + 2p(y, 2) + (O(2)z, 2) + 2(0(x)z, 2) =
= 2p(A(2)y, 2) + 2p(y,y — AT (2)2) + (O(2)z, 2) + 2(B(2)z,y — AT(2)2) =
= 2pllyl* + 2(0(x)z,y) + ([O(z) — O@) A" () — A(2)O(x)|2,2) >

1 1\2
> 20l = 20Nl + 107 > (p+ 5 =/ (p = 1)+ 1008) - (ol + 1)

W ten sposéb dla wartosci parametru p > 0,5||0]|2 pochodna formy kwadratowej (6.5)
wzgledem uktadu (6.4) jest dodatnio okreslona, skad wynika, ze uktad (6.4) jest regularny,

czyli ma jedyna funkcje Greena o postaci

0%(x) 0 Ch(xz(r;z)) Chra(z(r;x)) C<0
Guira)— 4 WOND (@) \Cala(rie)) Cnlelria))) |
7 0%(x) 0 Ci(z(m;x)) — I, Cia(z(T; 7)) =0
w(0,7.2) (2(@)") \ Cula(ria)  Cwle(ri) —1.) |
(6.6)
gdzie
w(0,7,7) / 100 (2)]7 Q7 () dry.
Ponadto, ma miejsce oszacowanie:
|Go(r,2)|| < Ke I, K,~ = const > 0. (6.7)

Funkcja (6.6) jest 2n x 2n wymiarowa macierza:

e (G GR(r)
GO(T, l’) = (G%I(T,CU) G%Q(T,fl?))7
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ktorej blok
0 (2)Cu(a(r;2)), 7 <0,

Go(mo) = (@) [Cu(a(riz) — L], ©>0,

jest funkcja Greena uktadu (1.1).
Zatézmy teraz, ze det ©(xg) = 0 dla pewnej wartosci zo € R™. Pokazemy, ze wtedy
macierz Cha(x(7;x0)) nie jest réwna tozsamosciowo macierzy zerowej. Zaltézmy wiec, ze

ma miejsce tozsamos¢:

Cio(z(T;20)) =0 VT €R. (6.8)

Wtedy ze struktury funkcji Greena (6.6) i (6.7) wynika spelnianie oszacowania:
1G22 (7, 20)|| < Ke 7, K,~ = const > 0, (6.9)

dla funkcji

O (20))T Coz (75 10)), <0,
(o) - | @320 Crlatri o) - 610
(5 (20))" [Coa(2(T320)) — L], 7> 0.
Jesli teraz rozpatrzymy niejednorodny uktad liniowy:
dz T
= AT (a(t50)2 + (1), (6.11)

to uktad ten dla kazdej ciaglej i ograniczonej funkcji wektorowej h(t) ma ograniczone

na R rozwiazanie postaci

+oo
T = /G?2(T,I0)h(7')d7',

gdzie
(QF ()" Coa(2(7; 20)) T < t,

G?(1,m0) = . ’
(U (z0))" [Coa(x(T320)) — L], 7>t

(6.12)

Z drugiej strony niejednorodny uktad (6.11) nie moze mieé ograniczonego na R roz-
wiazania dla kazdej ograniczonej funkcji h(t), poniewaz pochodna formy kwadratowej
(O©(z(t; 20))z, 2) wzgledem ukladu % = — AT (x(t; z9)) 2 jest dodatnio okreslona i przy tym
det ©(x(t; 20))|t=0 = 0. W ten sposob tozsamosé (6.8) nie zachodzi. Wynika stad, ze uktad
(1.1) ma rodzine réznych funkcji Greena:

Golr,z) = Qg(x) [Chi(x(T;2)) + pCho(z(T; )], 7 <0,

O%z) [Cry(x(T;2)) + pCro(z(;2)) — L], 7> 0,

co nalezato udowodnié.
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Uwaga 6.1. Jedli uktad (1.1) jest stabo regularny, to istnieje zbiér macierzy ©(x) € C'(R™; f),
dla ktérych zachodzi nieréwnosé (6.3). Pewne z tych macierzy zapisuja sie w postaci cal-

kowej:
o) = [ [W@)Ca(ria)] - Hila(rio)) - [R)Cla(ra))] dr-

— [ {@) Clatra) — LI} - Hae(ze) - {00 [Cl(ri) - L]} dr

gdzie Hy(z), Hy(z) € C°(R™) sg dowolnymi symetrycznymi macierzami, dla ktérych spel-

nione sg nierownosci
(Hi(x)y,y) >2yl*,  j=12

Uwaga 6.2. Jezeli uktad (1.1) ma przynajmniej jedna funkcje Greena, to uktad poszerzony
(6.4) ma doktadnie jedna funkcje Greena (6.6).

Uwaga 6.3. Metode dobierania nowych réwnan, ktére pozwolg doprowadzi¢ uktad stabo
regularny (1.1) do regularnego (6.4), mozna takze zaobserwowaé¢ w liniowych uktadach

algebraicznych.

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad.

PrRzZYKEAD 6.1. Nalezy zapisa¢ w jawnej postaci wszystkie rozwiazania rownania linio-
wego:
y1cosx + ypsinx = h(x), (6.13)
gdzie h(z) € C°(R) jest dowolna ustalong funkcja ciagla i ograniczona na R.
Przez podobne dopelnienie jak w (6.4), réwnanie (6.13) dopelnimy do nastepujacego

ukladu réwnan:

Y1 cosx + ypsinx = h(x),
y1 — zcosx = q(x), (6.14)
Y2 — zsinz = ga(x),

gdzie q1(z), g2(x) sa dowolnymi funkcjami ciagltymi i ograniczonymi na R. Poniewaz w li-

niowym uktadzie algebraicznym (6.14) wyznacznik macierzy:

cosxT Ssinzx 0
1 0 —cosz |,
0 1 —sinx

nie jest réwny zero, to liniowy uktad algebraiczny (6.14) ma jedyne rozwiazanie dla do-
wolnych ustalonych h(z), ¢1(z), ¢2(x). Z drugiego i trzeciego réwnania uktadu (6.14) wy-

znaczamny:

y1 = zcosx + qp(x), Yo = zsinx + ¢o(z), (6.15)
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i podstawiamy do pierwszego réwnania uktadu (6.14). Mamy stad:
z=—q(x)cosz — q(x) sinz + h(z). (6.16)
Podstawiajac réwnosé (6.16) do (6.15), otrzymujemy rozwiazanie réwnania (6.13):

= h(z) cosz + qi(x) sin® & — go(x) sin z cos z,
y1 = h(z) () () (6.17)
Yo = h(z)sinz — ¢ (x) sinz cos x + ga(x) cos® x.

Zauwazmy, ze réwnosé (6.17) wyznacza wszystkie rozwigzania rownania (6.13). Faktycz-
nie, jesli mamy pewne rozwiazanie (7(x),J2(z)) réwnania (6.13), to w uktadzie (6.14)
wybieramy ¢ (z) = 91(z), ¢2(x) = g2(x) 1 przy tym ukltad ten ma rozwiazanie y; = 7;(z),
y2 = Yo(z), 2 =01 jest ono jedyne.

Rozpatrzmy teraz uktad réwnan algebraicznych majacy postac

B(z)y = h(x), (6.18)

bn(l’) blg(fl') bln(x)
e (619
b1 () bya(x) byn ()

ktorej elementami b;; () sa rzeczywiste skalarne funkcje okreslone i ciggle na R™. Zatézmy,

ze rzad macierzy (6.19) jest tozsamosciowo réwny liczbie wierszy tej macierzy:
rzB(x) = p, p<n. (6.20)

Oczywiscie przy spetnieniu warunku (6.20) uktad (6.18) ma nieskoriczenie wiele rozwiazan
dla kazdej funkcji wektorowej h(z). Nasze zadanie polega na zapisaniu wszystkich tych
rozwigzan w jawnej postaci.

Do uktadu (6.18) dodajmy nowe réwnania:

B(x)y = h(z),

(6.21)
y — BT (x)z = q(a),

gdzie y € R", z € R?, x € R™, ¢(x) jest dowolna funkcja wektorowa okreslona i ciagla
na R™. Aby znalez¢ zmienne z, z drugiej czesci uktadu réwnan (6.21) wyznaczamy:
y = BT (z)z + q(v), (6.22)

i podstawiamy do uktadu (6.18). Mamy wtedy

B(z)(B"(z)z + q(x)) = h().
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Z warunku (6.20) wynika, ze det B(z) BT (z) # 0 dla kazdego x € R™. Pozwala to jedno-

znacznie wyznaczy¢ zmienng, 2:
2= [B@)B ()] [-B(@)a(x) + h(w)] =
= — [B(x)B"(x)] " B(v)a(z) + [B(@)B"(x)] " h(x).

Podstawiajac to do réwnosci (6.22), otrzymujemy rozwiazanie uktadu réwnan (6.18):

1

y = {In — B"(x) [B(x)BT(x)}’l B@)} g(x) + B'(z) [B(x)B" ()] h(z).  (6.23)
Uwaga 6.4. W réwnosci (6.23) macierz
I, = B"(z) |B(z)B"(z)]  B(x) = P(x), (6.24)
jest macierza rzutowania, tzn.
PX(z) = P(z) dla dowolnego € R™.

Uwaga 6.5. Wszystkie rozwiazania uktadu réwnan (6.18) mozna zapisa¢ w postaci (6.23),

dobierajac odpowiednio funkcje wektorowa ¢(z).

PRZYKELAD 6.2. Zapiszmy w jawne]j postaci wszystkie rozwiazania réwnania liniowego:
1 COS T1 COS Tg + Y3 COS T1 SIN To + Y3 sinxy = 0. (6.25)
Macierz B(z) sktada si¢ z jednego wiersza:
B(x) = (cos x; cos xo COS T Sin T sinxy).
Korzystajac z macierzy rzutowania (6.24), B(z)B”(x) = 1, mamy:

I, - B"(2) [B(2)B" (¢)] " B(x) = I, - B (2)B(x) =

(1 — cos® vy cos’zy)  (—cos?zycosmysinay) (— cosxysinzy cosy)

215)  (— cosxysinx sinay)

(—cosxysinmy coszy)  (— coszysinxy sinzy) cos? x4

= | (—cos®’zicosmysinay) (1 — cos®z; sin

W ten sposéb wszystkie rozwiazania rownania (6.25) zapisuja sie w jawnej postaci

U1 (1 — cos® x; cos® z3) 2
Yo | = | (— cos?

Y3 (—cosxysinay coszy)  (— cosxysinxg sinzy) cos® 11 q3(x1, 72)

1008 ToSinTy) (—coszysinxgcosxs)\ [qi(x1,xs)
2 2

(— cos

xr1cosxasinxy) (1 — cos® xysin® xy) (— cos z sin z sin 5) Go(z1,22) | 5

gdzie qi (w1, 12), g2(1, 12), q3(x1, T2) 83 to dowolne funkcje rzeczywiste okreslone na R2.

Rozpatrzmy teraz przykltad uktadu (6.4).
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PrRzZYKEAD 6.3. Wezmy pod uwage nastepujacy uktad rownan roézniczkowych

d a = (cosx)y;
€T )
e sin z, dCZ:Q (6.26)
o y1 — (cosT)ys.

Zauwazmy, ze czeSé¢ tego uktadu:

dx _ dy;

- = sing, o = (cos )y,
ma nieskoriczenie wiele funkcji Greena, poniewaz pochodna formy kwadratowej V = —(cos z)y3
wzgledem uktadu sprzezonego:

dx ) dys

5 = sing, y —(cos x)ys,

jest dodatnio okreslona, przy czym forma ta zalezy od jednej zmiennej y, ze wspoOtczyn-

nikiem — cos x, ktory moze sie¢ zerowac. Faktycznie, obliczajac ta pochodng, mamy:

V = (sinz)iy? — (cosx)2yay, = (sin®x + 2 cos® z)y2 > 2.

Obliczajac teraz pochodng formy kwadratowej
V = 21y, — (cosx)y3, (6.27)
wzgledem uktadu (6.26), otrzymujemy:

V = 2(cos z)y1ya + 2y1(y1 — ya cos ) + (sin 2)y2 — 2(cos ) (y1 — 12 cOS )Yy =
= 2% — 2y1yp cos x + (sin® x 4 2 cos® x)ys >

> 2y7 — 7 — ys cos’x + (sin® z + 2cos’ 2)y; = yi + vs.

Poniewaz forma kwadratowa (6.27) jest niezdegenerowana, tzn.

1
det (O ) # 0,
1 —coszx

to uktad (6.26) ma jedyna funkcje Greena.
O tym, ze uktad (6.26) ma jedyna funkcje Greena, mozna sie przekonaé takze inna

metoda. Mianowicie, w uktadzie (6.26) zrébmy zamiane zmiennych:

y1\ _ [l+cosz 1—cosz 21\
P)- (e ) ()

Zapiszmy teraz macierz odwrotna:
L’l(:c):l 1 1-—cosx ’
2\1 —(1+cosx)
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i przeprowadzmy nastepujace obliczenia:
L AL- L) =
1 1 1 —cosx CcoS T 0 1+cosx 1—cosz —sin?z sin’z
- 2\1 —(1+cosx) 1 —cosx 1 -1 0 0
(1 0
S0 1)
W ten sposéb po zamianie zmiennych (6.28) uktad (6.26) przyjmie postaé:

dv _ dz _ dz
dt at v dt

= —29.

Oczywiscie otrzymany uktad ma jedyna funkcje Greena, a co oznacza, ze uktad (6.26)

rowniez ma jedyng funkcje Greena.
Wartym uwagi jest nastepujacy przyktad.

PRZYKELAD 6.4. Zbadajmy regularno$¢ nastepujacego uktadu:

dx

— =2

dt

dyr . . 6.99
DT (p1 cos po + pa sin pox )y + (—p2 €OS Pox + Py sin pox — Po)ya, (6.29)
dys _ . .

i (—p2 cos pox + p1 Sin po + po)y1 — (P1 €OS Po + Po SIN Po)Ya.

gdzie pg, p1, p2 to rzeczywiste parametry, dla ktérych zachodza warunki:

p#0,  p#0, pe>0,  pp=pi+ (6.30)
Zauwazmy, ze wyznacznik macierzy

COS P + po Sin pox —Pg COS Pox + P1 Sin poxr —
A(x) _ (pl Do ]92. Do ) ( b2 Po b1 ?o po) 7 (6.31)
(—p2 cos pox + py sin pox + po) —(p1 cos po + p2 sin p)

ktora odpowiada uktadowi (6.29), nie zalezy od zmiennej x, tzn. det A(x) = p3 — p? — p3,
a przy spelianiu réwnosci (6.30) mamy, ze det A(z) = 0.
Sprawdzmy, ze uktad (6.29) przy zachodzeniu warunkéw (6.30) jest regularny, czyli

ma jedyna funkcje Greena. Zrobimy to dwoma sposobami.

1. Pochodna wzgledem uktadu (6.29) formy kwadratowej:

V' =y} cos pox + 2y1y2 sin pox — y3 cos pot, (6.32)
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jest okreslonego znaku. Obliczajac ta pochodna, mamy:

V' = 2y191 cos pox — yipo sin pox + 201y2 sin pox + 24152 Sin o + 2y1y2poit cos por+

— 24512 COS Po + Y5 poi Sin pox =

= 2y [(p1 cos pox + pa sin pox)ys + (—pa cos pox + p1 sin poxr — Po)ya| cos pox+
— 212 po sin poz+
+ 2 [(p1 cos por + pa sin pox)ys + (—pa cO8 pox + p1 Sin Pox — po)ya] Yo sin poz+
+ 291 [(—pa cos pox + p1sin pox + po)y1 — (p1 COS poxr + P2 sin Pex)ys] sin por+
+ 4y1y2po cos por—
— 2yo [(—p2 cos pox + p1 Sin pox + po)y1 — (p1 COS Pox + P sin Pox)ys] cos por+
+ 2y§p0 sin poxr =

= 2p1(yi + 7).

W ten sposéb dla p; > 0 pochodna formy kwadratowej (6.32) bedzie dodatnio okre-

slona, a dla p; < 0 bedzie ujemnie okreslona. Poniewaz forma kwadratowa (6.32) jest

niezdegenerowana:

CoSpox  SIn pox
det<.p0 bo ):—1;&0,
sinppxr — cos pox

to uktad (6.29) jest regularny.
. W ukladzie (6.29) dokonajmy zamiany zmiennych:

1 cos &% gip 2% 21
( ) = ( . pfx 2pom ) (6.33)
Yo S1n o COS 5 Z9

cos? sin?
Pox = @, ( 2 2 ) :L7

mne — L
SlIl2 COS2

Oznaczmy

i obliczmy macierz L™ (AL — L) = B. Zauwazmy, ze L = L~'. Pochodna L ma zatem

. —sin % cos %

L =
Do o o
cos¥ sin¥

Kontynuujac obliczenia, otrzymujemy:

postac:

LU AL— 1) = (3 sing ) (prcoss4pesing) - (ppcoss —pising))
sin® —cos¥ | \(=p2cos? +pysin¥) (picos? + pysin?)

— (" P )=
P2 —D1

W ten sposéb po zamianie zmiennych (6.33) uktad (6.29) przyjmuje postac:

dx dz dzo
= =9 = = + — = — . 6.34
dt ) dt P1z1 T P22, dt P221 — P122 ( )
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W otrzymanym uktadzie warto$ci wtasne statej macierzy B sa rzeczywiste i rozne

od zera, co oznacza, ze uklad (6.34), a razem z nim takze uktad (6.29), jest regularny.

Kontynuujac badanie uktadu (6.29), zauwazmy, ze uktad (6.34) mozna jeszcze upro-

sci¢, wprowadzajac nastepujacg zamiane zmiennych:

) (po +p1) —Da r) .
(22) - ( P2 (po +p1)) (7"2) =T (6.35)

Wowezas uktad (6.34) przyjmie nastepujaca postaé:
dx drq drs

= —, = bo’,

E = 4, di E = —PoT2, (6-36)

dla ktorej tatwo zapisa¢ funkcje Greena zadania o ograniczonej rozmaitosci:

00
ePor, T <0,
0 1
Go(T) = (6.37)
-1 0
e P 1> 0.
0 0
W ten sposéb niejednorodny uktad:
dx dr - dr _
a =2, dtl = por1 + hi(z), d7t2 = —porz2 + ha(x),

dla dowolnych ustalonych funkcjach h;(z) € C°(R), j = 1,2, ma jedyna ograniczong na R

i\ e hi (27 + )
(7’2) B / Go(7) (hg(QT—i-x)) ar

—00

inwariantng rozmaitosc:

Jesli teraz rozpatrzymy uklad (6.29) z dotaczonymi funkcjami hj(z) € C*(R), j =1,2:

dz

— =2,

dt

dy . )

ditl = (p1 cos pox + pasin pox)y1 + (—p2 cos pox + prsinpox — po)y2 + ha(z),  (6.38)
dyo . . .

T (—p2 cos poz + p1 sin pox + po)yr — (P1 cos pox + po sin poz)ys + ha(x),

to uktad ten przy zalozeniu, ze spelione sa warunki (6.30) ma jedyna ograniczona in-
wariantna rozmaito$é¢ dla dowolnych ustalonych hj(z) € C°(R), j = 1,2, i rozmaitosé ta

mozna zapisa¢ w postaci catkowej:

(yl) _ (ul(l;) _ (ac)T /OOGO(T)TlLl(QT—i—.Z') (hl(QT—l-ZU)) dT, (639)

Yo ui(x ho(27 + )
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przy tym tatwo mozna obliczy¢ nastepujace iloczyny macierzy:

L( )T _ [(pO +p1) COS % + P2 sin Z%} [—pz COSs I% + (po + pl) sin %}
[—pz cos 5% 4 (po + p1) sin 7%] - {(po + p1) cos B% + py sin %}
1
— X
2po(po + p1)
y {(po +p1) cos po(T + §) 4 pasinpo (T + %)} —pacospo(T + §) + (po + p1) sinpo(T
{—Pz cospo(T + 5) + (po + p1) sinpo (T + %)} —(po + p1) cospo(T + 5) — pasin po(T

T'L2T +2) =

3)

_l’_
+5)

|

Poniewaz przy warunkach (6.30) wyznacznik macierzy (6.31) jest tozsamosciowo row-
ny zeru, to wiersze tej macierzy sg liniowo zalezne. Korzystajac z tego, w uktadzie
(6.38) pomnézmy drugie réwnanie przez (pgcospor — prsinpoxr — pg), a trzecie przez

(p1 cos pox + pa sin poz), i dodajmy. Otrzymujemy wtedy:

dx
9
dt ’
d . d :
( (21 hy(z ))( Do COS PoT — Py Sin poxr — po) + ( c?if ho(x ))( P1 COS Po + po sinpox) = 0.
(6.40)
Stosujac zwykle przeksztalcenia i wprowadzajac oznaczenia:
. . T+
P2 COS por — Py Sin pox — po = Po [cos(pox + 1) — 1] = —2p; sin? po2¢’
P1.COS PoT + Po sin poxr = po sin(pox + ¥) = 2pg sin Pot + ¢ cos pgaz;— v
_ 27
cosp =22 sy =D g PEEY L py Y
Do Po 2 Po
uktad (6.40) przejdzie w réwnowazny uktad majacy postaé:
dr
a —Po:
d — d _
( szl hy (T )) sin + (;f - f@(x)) cosT = 0.
Z innej, jezeli oznaczymy
. px+vY 0w ~ 20— — 7
rT=T Tty hj(ff):hj(T),
to wtedy uktad (6.40) przyjmie postaé réwnowaznego uktadu postaci
dx
dt = Do,
d ~ dys
((ZI hy(Z ))Cosa:—i-(dt ho(Z )) sinZ = 0.
W ten sposéb uktad (6.40) sprowadza sie do uktadu w postaci:
d
(6.41)

(déil hy(z )) cos T + (ddt — ho(x )) sinz = 0.
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Zauwazmy, ze wyjasnienie zagadnienia istnienia ograniczonej inwariantnej rozmaitosci:
(y1,y2) = (u1(x), ua(x)) uktadu (6.40) dla dowolnych ustalonych funkeji h;(z) € CO(R),
Jj = 1,2, jest rownowazne zagadnieniu istnienia inwariantnej rozmaitosci uktadu (6.41)
dla dowolnych ustalonych funkcjach hj(x) € C°(R), j = 1,2.

Proponujemy Czytelnikowi samodzielnie zbada¢ istnienie funkcji Greena dla nastepu-
jacych uktadow.

dy
dr RS tgha,
Y2
—= = tgh z.
i Y1+ y2tghz
d
—@12-—mtghx,
2 d—x =1 dt
Cdt dys —r?+x—1
= =9 tgh b - —
dt ("E)yl +y2tghz, ((L’) (1‘—{— 1)2 +1
% = —yiarctgx
d[lf dt - Y1 gz,
3. — =1,
dt 4y 5y1 + t
—= = — arctg x.
dt Y1 T Y2 g
dy .
dx o —A(sin )y,
4, — = cosz,
dt dys .
o 0, ly; + A(sinz)ys, A\ = const > 0.
% = 1y COS 2%
dl’ . dt =M1 )
5. — =sin 2z,
dt dys

i b(x)yr — y2 cos 2z, b(x) = cos?z + sin®z — 0,24,

Zmnalez¢ ograniczone inwariantne rozmaitosci nastepujacych uktadéw réwnan.

dx dy1 dy2 .
1. — =1 — —1 + (== -2 =0.
7 , ( 7 >COS$ ( 7 )sm:v 0

dx dy dys ) )
2. o1 o (2B —0, A,B = const.
o , ( pn ) COS T ( o sinz = 0, , const

dx d
=1 = , zzzw, w = const > 0,
dt

dt

d d d
(;J; — 1) COS 1 COS Ty + (CZZ — 2) cos xq Sin &g + <5; - 3> sinzy = 0.
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d d
% =1, % =2, A, B, C' = const,
d d d
(;tl - > COS T'1 COS Ty + (j; — B) cos x sinzy + (;tg - ) sinx; = 0.
dxl dl’z
& o2 o
dt ’ dt ’

d d 3
& COS T COS Ty + 492 sin x; cos Ty + adc] sinzy = Y y;bj(x1, x2) + h(z1, z2),
i=1

dt dt dt
by (x1,x9) =sinxq cos Ty + sin xg, bo(1, 29) = oS T1 COS Ty + Sin g,

bs(x1,T2) =cosmy cos Ty + sinxy coswy, h(xy,z) =sin(x; + x2).



7. Pewne uogélnienia metody dopelnienia
stabo regularnych liniowych rozszerzen
do regularnych

Zwr6émy uwage na to, ze uktad (6.4) w postaci blokowo tréjkatnej przy zmiennych
normalnych y, z mozna uogdlni¢ w nastepujacy sposob:
dx dy dz
dt — =A@y + Baw)z, =By - AT@)z, (T1)

dt
gdzie n x n wymiarowe macierze Bi(x), By(z) € C°(R™) spelniaja warunki:

f(),

(Bi(x)y,y) > Aillyll*>, B = const > 0, (7.2)
(Ba()y,y) > 0. (7.3)

W szczegblnym przypadku kiedy Bo(z) =0, Bi(x) = I,,, uklad (7.1) przyjmuje postaé
(6.4). Przy tym, podobnie jak wcze$niej, pochodna formy kwadratowej (6.5) wzgledem
uktadu (7.1) réwniez bedzie dodatnio okreslona dla dostatecznie duzych wartosci para-
metru p > 0.

Uwaga 7.1. Jesli w ukltadzie (7.1) dla macierzy By (z), By(z) € C°(R™) zalozy¢ spelnianie

warunkow (7.2) i (7.3), przy czym wzmocni¢ warunek (7.3) w postaci

(Ba(2)y,y) > Ballyll®>, B2 = const > 0, (7.4)

to uktad (7.1) bedzie regularny dla dowolnej macierzy A(z) € C°(R™).

Faktycznie, tatwo sprawdzi¢, ze pochodna niezdegenerowanej formy kwadratowej V' =

(y, z) wzgledem uktadu (7.1) jest dodatnio okreslona:

V = (By,y) + (Baz, 2), (7.5)

dla dowolnej macierzy A(z) € C°(R™). Mozna tutaj poréwnaé uklad (7.1) z wczesniej
rozpatrywanym ukladem (2.37).
Zauwazmy dalej, ze uktad (7.1) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

dr 0 I\ (% | (Bi(x) 0 0 —AT(z) Yy
i () )10 i)+ S ) o

Wtedy pochodna formy kwadratowej

(50D
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wzgledem uktadu (7.6) bedzie réwna:

SO -

W ten sposob, jesli macierz B(x) = diag{Bi(z), B2(x)} jest dodatnio okreslona albo
ujemnie okreslona, to uktad (7.6) bedzie regularny dla dowolnej macierzy A(x) € CO(R™).
Zmieniajac oznaczenia: y — 1y, 2 — Yo, uktad (7.7) zapiszmy w bardziej ogdlnej po-

stact: p p
z Y
— = — =B M .
Y@, S =B+ M) @
gdzie S jest staly symetryczng macierzg niezdegenerowana, M (z) € C°(R™) jest sko-

Snie symetryczna macierza, tzn.
M"(z) = —M(z), (7.9)

a macierz B(z) € C°(R™) mozna uwazaé za symetryczng, poniewaz w przeciwnym przy-

padku zawsze mozna wydzieli¢ czes$é symetryczna:

B(x) = 3 (B(x) + B (x)) + 5(B(x) ~ B'(x)).

W szczegblnym przypadku jesli zalozy¢, ze w uktadzie (7.8) liczba zmiennych y = (y1, y2),
y; € R™ jest parzysta i macierze S, B(x), M (z) maja nastepujaca postac:

(0 I B By (x) 0 B 0 —AT(z)
1) (0w (8 ),

to otrzymujemy poprzedni uktad (7.6).

Rozpatrujac uklad (7.8) niezaleznie, niekoniecznie z macierzami w postaci (7.10)
i parzysta liczba zmiennych y, tatwo mozna zauwazy¢, ze pochodna formy kwadratowe;j
V = (Sy,y) wzgledem uktadu (7.8) ma postaé:

V =2(B(x)y,y). (7.11)
Wynika stad nastepujace twierdzenie.

Whiosek 7.1. Jesli w ukladzie (7.8) symetryczna macierz B(x) € C°(R™) jest dodatnio
okreslona: (B(x)y,y) = Blly||?, B = const > 0, to dla dowolnej macierzy M(x) € C°(R™),
dla ktérej zachodzi warunek (7.9), uktad (7.8) bedzie reqularny.

Prébujac dalej uogélni¢ uktad (7.8), zamienmy stata macierz S na zmienna S(x) i za-
tozmy, ze ST (2) = S(x) € C'(R™; f), det S(z) #0 Vz € R™. Wtedy dla formy kwadra-
towej V = (S(z)y,y) juz nie bedzie zachodzila réwnos¢ (7.11). Aby tak bylo, potrze-
bujemy nieznacznie zmieni¢ postaé¢ uktadu (7.8). Rozpatrzmy zatem nastepujacy uktad:

dx @_

— @) 8@ =

1.
dt B(z) + M(z) = 55(2)|y. (7.12)
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Teraz pochodna niezdegenerowanej formy kwadratowej V = (S(x)y, y) wzgledem uktadu
(7.12) bedzie spelnia¢ réwnosé (7.11).

Uktad (7.12) mozna otrzymaé na drodze nastepujacego rozwazania. Zatézmy, ze ist-
nieje forma kwadratowa V' = (S(z)y,y) z symetryczna macierza wspotczynnikéw S(zx) €
C'(R™; f), ktérej pochodna wzgledem uktadu (1.1) jest dodatnio okreslona, czyli spet-
niona jest nieréwnosé¢ (5.1) i przy tym det S(z) # 0 Va € R". Wowczas uktad (1.1) jest

rownowazny nastepujacemu uktadowi

dx dy
Yo t@, S0 = s@)Aw,
ktory z kolei jest réwnowazny uktadowi:
dx d 1.
L), S@L+ S = [S@Aw) + 58] v (7.13)
Teraz w otrzymanym uktadzie (7.13) macierz
1.
A(w) = S(2)Als) + L 8(),
symetryzujemy w nastepujacy sposob
_ 1 - _
Ax) = 5(A@) + AT (7)) + 5 (A(z) = AT(2)) =
1 1
2 2

= ;{S(x)A(x) + AT(2)S(x) + S(x)} + ; {S(z)A(z) — A(2)S(x)}
Omaczajac
B(z) = ;{S(x)A(x) T+ AT(@)S(@) + S(2)}, (7.14)
M(x) = 3 {S()Aw) — AT@)S()} (7.15)

uktad (7.13) zapisuje si¢ w postaci:

dx dy

W j@, @)Yt Sy = [Bla) + M), (7.16)
gdzie macierz B(x) o postaci (7.14) jest symetryczna i dodatnio okreslona, a macierz
M (z) o postaci (7.15) jest sko$nie symetryczna. Przenoszac w ukladzie (7.16) sktadnik
%S(x)y na prawa strone, otrzymujemy uktad (7.12).

W dalszym ciagu uklad (7.12) bedziemy rozpatrywaé jako niezalezny z pewna syme-

tryczng macierza S(x) € C'(R™; f), ktéra spetnia warunki:

det S(z) #0 Ve R™, 1S~ (x)]| < const < oo, (7.17)

gdzie f(,CE) € CLip(Rm).
Z réwnosci (7.11) dla niezdegenerowanej formy kwadratowej V' wynika nastepujacy

wniosek.
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Whiosek 7.2. Jezeli w ukladzie (7.12) symetryczna macierz B(x) € C°(R™) jest dodat-

nio okreslona, tzn.
(B(x)y,y) = Bllyl>, 8= const >0,

albo ujemnie okreslona:

(B(z)y,y) < =BlylI>, B = const>0,

to dla dowolnej skosnie symetrycznej macierzy M(z) € C°(R™), uklad (7.12) bedzie re-

gularny.

Aby doktadniej wyjas$ni¢ zagadnienie regularnosci uktadu (7.12), rozpatrzmy nastepu-

jace twierdzenie pomocnicze.

Lemat 7.1. Zaléimy, Ze pewnan x n wymiarowa macierz symetryczna B(x) € C°(R™)
spetnia nierownosc:

(B(z)y,y) >0 VyeR" zeR™ (7.18)

Wéwczas, dla kazdej ustalonej n x n wymiarowej macierzy ¥(x) € C°(R™) (niekoniecz-
nie symetrycznej) istnieje zawsze dostatecznie duza wartosé parametru p > 0, dla ktorej

forma kwadratowa
V= |lyll* +p(B(2)y, y) + (B(x)y, ¥(2)y), (7.19)
jest okreslona dodatnio.
DowOD. Rozpatrzmy pomocniczg forme kwadratows majacg postac
©, = [lylI* +p(B(@)y, y) + 2(B(x)y, ¥(2)2) + ||2|°, =,y eR™ (7.20)

Pokazemy, ze forma ta bedzie dodatnio okreslona dla dostatecznie duzych wartoéci para-

metru p > 0. W tym celu zapiszmy ja w postaci:

0, = (I +pB())y, y) + 2(¥" (2) B(x)y, 2) + ||12]* = (7.21)
= (Tply + Kz), (y + K2)) + ||2]* = (T, Kz, Kz),
gdzie oznaczylisSmy
L, =1I,+pB(z), K =T,"'B(z)¥(x). (7.22)
Z réwnosci (7.21) tatwo otrzymujemy oszacowanie

®, > ly+ Kz|* + (1= [ KT, K o) 1]

Wynika stad, ze dla dodatniej okreslonosci formy kwadratowej (7.20) wystarczy wykazad,
ze ma miejsce nier6wnoscé

IKTT,K o < 1, (7.23)
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dla dostatecznie duzych wartosci parametru p > 0.

Przypomnijmy, ze

1K Ko = sup [|K" (2)Ty(x) K ()]

reR™

Na podstawie oznaczeni (7.22), mamy:

KT K = V" (2)B(z)T;,(v) B(z)¥(z). (7.24)

p

Pokazemy, ze dla dowolnych wartos$ci parametru p > 0 ma miejsce oszacowanie:

1
I, ' Bllo < , (7.25)

W tym celu ustalmy dowolna wartos¢ x = xy € R™ i sprowadzimy symetryczng macierz

B(xg) = B do postaci diagonalnej:

Q'BQ = diag {1, ..., B}, (7.26)

gdzie @ jest ortogonalna macierza: Q7 = Q. Z nieréwnosci (7.18) wynika, ze 3; > 0,

j = 1,n. Teraz, na podstawie (7.26), iloczyn macierzy I'; !B zapiszemy w nastepujacej

formie:
I,'B= ;(In +pB)"'(pB) =
- ;Qdiag{u_pﬁl, et +1pﬁn }Q‘l Qdiag {pBi, ..., pBIQ = (7.27)
1 n -
- deiag{lii;ﬁl, 1iiﬁn}cg 3
Poniewaz macierz @ jest ortogonalna, wiec ||Q| = [|Q7!|| = 1. Z nieré6wnosci (7.27) otrzy-

mujemy wtedy, ze ma miejsce oszacowanie
n 1
diag{ ph_ P8 }H <= (7.28)
1+ pB 1+ pBn p
Zmieniajac wcezesniej dowolnie ustalong wartos¢ © = xg € R™, dostajemy oszacowanie
(7.25).

Uwzgledniajac to, ze §; > 0, z réwnodci (7.24) 1 nieréwnodci (7.28) otrzymujemy:

1
T3 Bl < =
p

_ 1
I T, K| < (197 (@) 1| B(@) [T, () B(2) | [P ()] < EH‘I’H%HBHO-
Wida¢ stad, ze wybierajac warto$¢ parametru p > 2||¥||2]| B||o, otrzymamy
1
KT, Kl < &

co oznacza, ze bedzie zachodzita nieréwnos$é (7.23) i przy tym forma kwadratowa (7.20)

jest dodatnio okreslona:

®, = [lyll* + p(B(@)y. y) + 2(B(2)y, ¥(2)z) + 2l1* > e(ll«]” + lylI*), &= const > 0.
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Podstawiajac do otrzymanej nieréwnosci x = y, dostajemy:

2lyl|> + p(B(z)y, y) + 2(B(z)y, ¥(z)y) > 2¢||y||>, = const > 0.

Zmieniajac oznaczenia: p — 2p, wnioskujemy o dodatniej okreslonosci formy kwadratowe;j

(7.19).

O
Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 7.1. Zatozmy, ze uktad rownan
dz dy 1.
— = — = |M(z) — = 2

dla pewnej niezdegenerowanej symetrycznej macierzy S(z) € C'(R™; f) i skosnie syme-
trycznej macierzy M (z) € CO(R™), jest stabo reqularny. Wtedy uktad ten musi byé requ-
larny, wymiar n = 2ny jest parzysty i uklad réwnan (7.12) dla dowolnej symetrycznej

macierzy B(z) € CO(R™), ktéra spelnia warunki (7.18), jest reqularny.

DowOD. Oznaczmy ,
N(z)=S""(x)|M(z) — 55’(:1:) . (7.30)

Poniewaz uktad (7.29) jest stabo regularny, wiec istnieje forma kwadratowa (O(z)z,z) =V,

ktérej pochodna wzgledem uktadu sprzezonego do uktadu (7.29):

dx dz
E = f(x)v a = —NT($)Z, (731)

jest dodatnio okreslona, czyli
V= ([6(z) - 0@@)N" () = N(2)0(x))] 2, 2) > ||| (7.32)
Sprawdzmy teraz, ze pochodna formy kwadratowej
(S(2)0(x)S(x)y,y) =W, (7.33)

wzgledem uktadu (7.29) bedzie takze dodatnio okreslona. W tym celu w nieréwnosci (7.32)
dokonajmy zamiany zmiennych: z = S(z)y. Korzystajac z oznaczenia (7.30), zapiszmy

réwnosci:
S{@ _ONT - N@}S _ S{@ + @[M + ;S} Sy 5 [—M 4 ;S]@}S _
= 5085 + ;S@S + ;S@S +SOM — MOS =
= SOS + S6S + 565 — ;SGS — ;S@s +SOM — MOS =

. . . 1. 1.1\7
— 05 + SOS + SOS + S@S{S—l {M _ 25]} + {5—1 {M _ 25} } SOS.
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Widaé stad, ze pochodna formy kwadratowej (7.33) wzgledem uktadu (7.29) jest dodatnio

okreslonas: .
W > ||S(z)yl]? > =R lyllI” = eollyll®.
1S5

W ten sposob istnienie dwoch takich form kwadratowych V' i W prowadzi do tego, ze
det ©(z) # 0 dla dowolnego = € R™ i obydwa uklady (7.29) i (7.31) sa regularne.
Pokazemy teraz, ze w uktadzie regularnym (7.29) wymiar n musi by¢ parzysty. Jesli

uklad (7.29) jest regularny, to odpowiedni uklad liniowy:

d
== N(a(t:a))y. (7.34)
dt
jest eksponencjalnie dychotomiczny na R. Zat6zmy, ze uktad (7.34) ma r liniowo niezalez-
nych rozwigzan, ktére dazag do zera dla t — +o00 i n — r liniowo niezaleznych rozwigzan,

ktore daza do zera dla t — —oo. Wowcezas uktad sprzezony:

dz T '
o= —NT(a(t:2)z, (7.35)

powinien mie¢ r liniowo niezaleznych rozwigzan dazacych do zera dlat — —coin —r
liniowo niezaleznych rozwigzan dazacych do zera dla t — +oo. Z drugiej strony, korzysta-
jac z oznaczenia (7.30) 1 wlasnosci macierzy M (x), wnioskujemy, ze rozwigzania uktadow
(7.34) 1 (7.35) sa zwigzane tozsamoscia: S(x(t;x)) - y(t) = 2(t). Oznacza to, ze obydwa
uklady (7.34) i (7.35) maja jednakowa liczbe liniowo niezaleznych rozwiazan dazacych
do zera dla t — 4-00. W ten sposéb n —r = r, a stad n = 2r jest parzyste.

Aby udowodnié regularnosé uktadu (7.12) dla dowolnych symetrycznych macierzy
B(z) € C°(R™), ktére spetniaja warunek (7.18), rozpatrzmy forme kwadratows z dodat-

nim parametrem p, majaca postac

Vp, = p(S(2)y,y) + (S(x)O0(x)S(7)y,y). (7.36)

Pokazemy, ze pochodna tej formy wzgledem uktadu (7.12) dla dostatecznie duzych war-
tosci parametru p > 0 jest dodatnio okreslona. Oznaczajac ©(x) = S(2)0(z)S(z) i ko-
rzystajac z (7.30), obliczmy pochodna:

Vo =2p(B(2)y,y)+
+([61(2) + ©1(2)(S 7' (@) B(2) + N(2)) + (B(«)S™ (@) + N"(2))€1(2)] . y) =
= (614 61N + N"61)y,y) + 2p(B(x)y,y) + (615 ' By, y) + (BS 'O1y,y) >
> ellyl|” + 2p(B(z)y,y) + 2(By, S'O1y).

Uwzgledniajac spetnianie nieréwnosci (7.18) dla symetrycznej macierzy B(x), na podsta-
wie udowodnionego wczesniej lematu, mozna stwierdzi¢ dodatnig okreslono$é¢ pochodnej
Vp dla dostatecznie duzych wartosci parametru p > 0, co oznacza, ze uklad (7.12) jest

regularny.
O
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Uwaga 7.2. Twierdzenie 7.1 zachodzi takze i w przypadku, kiedy warunek (7.18) zamie-
nimy na przeciwny: (B(x)y,y) <0 Vy € R", z € R™.

Uwaga 7.3. Jezeli w uktadzie (7.12) macierz B(x) nie jest symetryczna, to bez wzgledu
na spelnianie nieréwnosci (7.18) i regularnosé uktadu (7.29), uktad (7.12) moze nie mie¢

funkcji Greena.

Mozna si¢ o tym przekonaé¢ rozpatrujac nastepujacy przyktad.

0010 n 1 100 0 0 -1 -1 Y1
d 000T1|d 3400 0 0 0 1
o =@, =2 = ¥ e
dt 1 00 0fdt|ys 001 2 1 0 0 0 Y3
0100 U 0001 1 -1 0 0 m

PRzZYKEAD 7.1. Rozpatrzmy przyktad, ktory ilustruje zastosowanie twierdzenia 7.1:

de 0 1\ d [y) _ B cos® x 0 0 —1 i
i (a0 ) ()G e

gdzie f(z) € Crip(R), B1 > 0, Bz > 0. Poniewaz spelnione sa wszystkie warunki twierdze-
nia 7.1, to uktad (7.37) bedzie regularny dla dowolnych ustalonych funkcji f(z) € Crip(R).
Z drugiej strony sprawdzmy regularnosé uktadu (7.37) wybierajac funkcje Lapunowa
w postaci:
Vo = piya + 4i — v3- (7.38)
Pokazemy, ze zawsze znajdzie sie dostatecznie duza wartos¢ parametru p > 0, taka ze
pochodna formy kwadratowej (7.38) wzgledem uktadu (7.37) bedzie dodatnio okreslona.
Obliczajac te pochodna, otrzymujemy:

V, = y2(pB cos® & + 2) + y3(pfa cos* & + 2) + 2y1y2 3 cos* & — 2140y cos® x. (7.39)
Korzystajac z oczywistych nieréwnodci:
2y11232 cos* & > —yt cost & — Y335 cost v > —yi cos® x — y5 35 cost z,
> .

2
1
2
1

—291y231 cos? Yy — ygﬁf cos* x,

z réwnosci (7.39) otrzymujemy:

Vo > 43 ((pBr — 1) cos® z + 1) + 3 ((pf2 — B} — B5) cos” z + 2).

2 2
Widaé stad, ze przy wyborze parametru p = max{ﬁ—ll, B 1;2 A 2} pochodna formy kwadra-

towej (7.38) wzgledem ukladu (7.37) jest dodatnio okreslona. To jeszcze raz potwierdza
regularnos¢ uktadu (7.37).

Uwaga 7.4. Twierdzenie 7.1 daje tylko wystarczajace warunki regularnosci uktadu (7.12).

Zalozenia twierdzenia 7.1 moga nie by¢ spetnione, a uktad (7.12) bedzie regularny.
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Potwierdza to nastepujacy przyktad.

PrRzZYKEAD 7.2. Rozpatrzmy uktad réwnan rézniczkowych

i () () {0 )l TG
dt ’ 1 0/ dt \y, 0 B3y cos* sin 0 Yo
(7.40)
gdzie f; > 0, By > 0. Uktad, ktéry odpowiada (7.29), ma postac:

1 o
dﬁ _ 1 0 i Y| _ .() sinx\ [y | (7.41)
dt 1 0)dt \y, sin x 0 Yo

i nie jest regularny, poniewaz odpowiedni niejednorodny uktad:

dy: : dys .

— = t+ hq(t —_ = — t+ holt

g = ysint+ h(t), o yasint + hy(t),
nie dla kazdej ograniczonej na R funkcji (hq(t), ho(t)) ma ograniczone rozwiazanie. Przy tym
okazuje sie, ze uktad (7.40) jest regularny. Przekonajmy si¢ o tym wybierajac funkcje

Lapunowa w nastepujacej postaci:
V =pyiye + (i — yi)sinz, (7.42)
gdzie p to dodatni parametr. Obliczajac pochodng, mamy:

V = y2pB cos? x + y2psy cos* x+
+2 [yl (y1 sin x + Boya cos® ) — 4o (y1 01 cos® & — g sin x)} sin o+
+ (yf —y3) cos = (7.43)
= yi(ppi cos® & + 2sin® x + cos x) + y3(pFy cos* & + 2sin® v — cosx)+

+ 2919232 cos? xsinx — 291Y2 01 cos? x sin .

Korzystajac z nierownosci

2

8 2 r — yasin? z,

Y232 cos® x — y3sin? & > —1? 32 cos®

252 2 2 2 2 202 2 2 2
Y181 cos” x — y; cos” wsin® x > —yi f7 cos® x — y;5 cos” .

211232 cos* xsinx > —
—2y1y21 cos?rsinx > —
i réwnosci (7.43), dostajemy

V > 2((pBy — 7 — §2) cos? & + 2sin? & + cos ) + y2(pf cos* & + sin? & — | cos z| — cos? ).
(7.44)
Aby wykaza¢ dodatnia okreslono$é¢ pochodnej V, wystarczy pokazaé zachodzenie nieréw-
nosci:
pBycost z +sin®x — |cos x| — cos® x> 0, (7.45)
dla dostatecznie duzych wartosci parametru p > 0. W tym celu oznaczmy 7 = |cos z|,

p = pfPa, i zbadajmy znak funkcji:

o(t) = prt =272 — 7 +1, (7.46)
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dla wartosci 0 < 7 < 1. Na poczatku rozpatrzmy funkcje (7.46) na przedziale 7 € [O, %J

Mamy wtedy:
1

0<7< -

3
Ll,’, 1} , otrzymujac

o(T) > 272 741>

m @\Hk

Teraz oszacujmy funkcje (7.46) na przedziale 7

I 1\4 1
@(T)}p() — 27 —T+1>p(3) -2, §<T<1.

Potrzebujemy, aby

(1)4 2> 4 <— p > 198.

W ten sposéb dla wartosci parametru p > 198 bedzie zachodzi¢ nieréwnosé:
4 .2 2 4
pPa cos” x 4 sin“x — | cos x| — cos® x > 3 dla z eR.

Teraz z nieréwnosci (7.45) widaé, ze pochodna V formy kwadratowej (7.42) wzgledem
uktadu (7.40) bedzie dodatnio okreslona dla dostatecznie duzych wartosci parametru

p > 0, a co oznacza, ze uklad (7.40) ma jedyna funkcje Greena.

Uwaga 7.5. Zwr6émy uwage na to, ze ukltad (7.40) mozna zapisaé w postaci:

a7

(O 1)d<y1>:{(51 O) cos2a:—|-(0 0)cos4x+<0 _1) sinx} <y1>
1 0/ dt \y 0 O 0 P 1 0 Y2

Poniewaz dla zapisanego uktadu zalozenia twierdzenia 7.1 nie sg spetnione, to powstaje

problem zbadania wystarczajacych warunkow regularnosci nastepujacych uktadow:

dz

T S =[S ) + Mo 7.47)

z pewna niezdegenerowang stala symetryczng macierza S, f(x) € Crip,(R™).
Bedziemy zaklada¢, ze w ukladzie (7.47) symetryczne macierze B;(z) € C°(R™) sa

takie, ze:

(Bj(z)y,y) >0, j=1k VeeR™ yeR"

k
> (B > Blyl?, B = const > 0. (7.48)

Jj=1

Macierz M(z) € C°(R™), tak jak wcze$niej, jest skosnie symetryczna. Funkcje skalarne

v;(x) j =1,k sa ciagte i ograniczone na R™ (v;(x) € C°(R™)) i przyjmuja nieujemne

wartosci:
vi(z) >0, j=Lk VzeR™ (7.49)
Do takich funkcji moga naleze¢ przyktadowo: cos®z, |cosz|, cos'z, ——, (2-)",

sin®" 1 cos?* x5, itd. Skalarna funkcja u(z) jest okreslona i ograniczona na R™, réznicz-

kowalna w sposéb ciggly i wszystkie jej pochodne czastkowe pierwszego rzedu sg ciagte
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i ograniczone na R™, a wiec pu(z) € CH(R™) N CO(Rm), ) € CO(R™). Funkcjami takimi
moga by¢ przyktadowo: sinz, (sinx)?*~!, tghz, (tgh I)Qk 1, itd.

Zalozmy, ze skalarne funkcje v;(x), p(x) tak sa powiazane ze soba, ze dla dowolnych
dodatnich stalych K, L istnieje dostatecznie wielka wartos¢ parametru p > 0, taka ze

dla wszystkich x € R™ zachodzi oszacowanie:

pro(x) + — Lv(z) > &, e = const > 0, (7.50)

gdzie vy(z) = min{w(z), ..., v(z)}, 7(z) = max{v(z), ..., v(z)}. Mozna przy-
ktadowo wybraé: v;(x) = cos® x, vy(x) = cos®z, p(x) = sin® z i oszacowanie (7.50) be-

dzie zachodzi¢ dla dostatecznie duzych ustalonych wartosci parametru p > 0.

Ma miejsce nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.2. Zaloimy, Ze istnieje stata n X n wymiarowa symetryczna macierz ©,
ktora spetnia nieréownosc:

(087" M(x) = M(x)S7'0]y,y) > |y|* Wy eR™ (7.51)

Wtedy, jezeli spetnione sq warunki (7.48) — (7.50), to uktad (7.47) jest reqularny dla kaz-
dej ustalonej ograniczonej funkcji f(x) € Cry,(R™) N CYR™). Przy tym pochodna formy
kwadratowe;:

V = p(Sy,y) + (Oy,y) - u(x), (7.52)

wzgledem uktadu (7.47) bedzie dodatnio okreslona dla dostatecznie duzych wartosci para-
metru p > 0.

DowOD. Zapiszmy pochodna formy kwadratowej (7.52) wzgledem ukltadu (7.47). Mamy:

~ 23 (B (o) - 25(0) 200,57 [ B -1s0) + MO )+

+ Oy, i) > 2plly Pro(a) + 2Oy, 571 |3 B(a)y,(x)

Jj=1

y>u(fc)+

2(0y, ST M (z)y)p*(x) + (Oy, y) (),
(7.53)

m

gdzie fi(x Z

=1 i

Teraz oszacujemy kazdy ze sktadnikéw (7.53). Mamy:
2(0y, 871 Bj(x)y)vi(@)u(x) > =205 BjllollylI*v;(z)|ulo > —Lov;(@)lly|l*
2(0y, ST M (2)y)1*(x) > |ly|*n’(2)

Oy, y)iu(z) = =IOl a(@)] - [yll* > - Z

=1

>
2=
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gdzie Ly, K, sa dodatnimi statymi. W zwigzku z zapisanymi powyzej nieréwnosci, otrzy-

mujemy:
o
8@-

V> (2w0la) +2) — K0S

=1

- Lo(@) ) Iyl

Na podstawie zalozenia (7.50) mozemy stwierdzi¢, ze pochodna V formy kwadratowej
(7.52) wzgledem uktadu (7.47) jest dodatnio okreslona dla dostatecznie duzych wartosci
parametru p > 0, a co oznacza, ze uktad (7.47) jest regularny.

[]



8. Klasy ostro stabo regularnych liniowych
rozszerzen na torusie

Rozwazmy z kolei warunki stabej regularnosci nastepujacego uktadu réwnan réznicz-

kowych

d{L‘l . + :
— = wyysinz + wppsine

7 11 1 12 2,

dx
d7t2 = Way SIN T1 + Way Sin 9, (8.1)

d

d—g = (dy cos 1 + da cos z2)y,

gdzie y € R, za$ w;;,di,da € R sa pewnymi stalymi. Rozpatrzmy forme¢ kwadratows
postaci

V = —(dy cos z1 + dy cos z3)y?,

i sprawdzmy, przy jakich wspoétczynnikach w;j;, d; pochodna tej formy wzdtuz rozwigzan
ukltadu sprzezonego do uktadu (8.1), tj. uktadu o postaci:

dx, . 4 .
—— = wy; Sin a1 + wig sin x9,
7 11 1 12 2
dx
d7t2 = wy1 SIN T1 + woo Sin T, (8:2)
d
c% = —(dy cos z1 + dy cos x2)y,

bedzie dodatnio okreslona. Mamy zatem:
V=— [dl(— sin xq) (w11 sin 1 + wyg sin o)+
+ do(— sin xg) (woy Sin 1 + wag sin 1'2)} y® + 2(dy cos 21 + dy cos 12)%y?,
skad po uporzadkowaniu wyrazen otrzymujemy:

V= [dlwll sin® 1 + dyjwis Sin 27 Sin Ty + dowsy sin 1 sin xo+
(8.3)

+ doway sin® xQ} y? + 2(dy cos zy + da cos ) %y2.

Oznaczmy t; = sinxy, t, = sin xo oraz okreslmy forme kwadratows ® nastepujaco:

2
b = Z dz Wij tz tj‘
ij=1
Przypusémy teraz, ze forma kwadratowa ® jest dodatnio okreslona, tzn. spetniona jest
nierownos¢
® >e(t] +13), &= const > 0. (8.4)
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Woéwczas pochodna formy kwadratowej (8.3) mozna oszacowaé nastepujaco:
V> [e(sin2 x1 + sin® 15) + 2(dy cos z1 + dy cos 332)2}:(/2. (8.5)

Zauwazmy, ze prawa strona nieréwnosci (8.5) dla y # 0 zeruje sie, kiedy jednoczesnie

spetnione sg warunki:
sinz;y =0, sinxzy, =0, djcosx;+ dycosxy =0,

co ma miejsce dla x1 = km, 2o = Im, k,l € Z oraz dla d; = dy = 0. Pochodna formy
kwadratowej V', okredlona wzorem (8.3), bedzie zatem dodatnio okreslona przy spelnieniu

nieréwnosci (8.4) oraz warunku:

dy + dy # 0. (8.6)

W ten sposéb uktad réwnan (8.1) posiada nieskonczenie wiele funkcji Greena.

Jesli teraz ostabimy nieco warunek (8.4) w nastepujacy sposob:
D >et? e = const > 0, (8.7)
to aby nieré6wnosc:
esin® 2y + 2(d; coszy + dy cos x3)* > €9 = const > 0,
byta spetniona, potrzeba, zeby speliony byt warunek
+dy + dycos e # 0. (8.8)

Uktad rownan (8.1) bedzie zatem posiadal nieskonczenie wiele funkcji Greena przy spel-
nieniu warunkéw (8.7), (8.8).

Uogolnieniem uktadu (8.1) jest uktad postaci:

dZCl . .
—— = w11 SN X1 + -+ Wiy SIN Ty,
dt
dx,, ) n n . (8.9)
pr W1 SIN T1 Wynm SIN Ty,
d
d—i = (dycosxy + -+ + dy, COS T, )Y,

gdzie y € R oraz stale w;j, d; € R, ¢,7 = 1,...m. Aby uklad ten posiadal funkcj¢ Greena,

konieczne jest spetnianie warunku:
dy+dy+---+d,, #0. (8.10)

Jesli rozpatrzymy teraz forme kwadratowsg

V= —(i d; Cosxj) v,
j=1
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i zapiszemy pochodna tej formy wzdluz rozwiazan uktadu sprzezonego do ukladu (8.9),
tj. uktadu:

d.’]?l . .
—— = W11SIN Ty + -+ - + Wiy SIN Ty,
dt
dz,, ‘ ‘ (8.11)
—— = W1 ST + - Wi SID Ty,
dt
d
dfi{ = —(dl cosxy + -+ dm COs xm)y7
otrzymamy:
. m m 2
V= {Z d; wij sinx; sinw; + 2(2 d; cosxj) ] Y2 (8.12)
i,j=1 j=1

Jesli przyjmiemy, ze forma kwadratowa

m
b = Z diwijtitj,

4,j=1

jest dodatnio okreslona, tzn.
O>e(ti+t3+--+12,), e = const > 0, (8.13)

woéwcezas prawg strone réwnosci (8.12) mozna oszacowaé nastepujaco

V> [5(sin2 x1 +sin?zy + - - - + sin? xm> + 2(2 d; cos 3:]->2] Y.
j=1

Stad, na podstawie warunku (8.10), otrzymujemy
V > e0v? g0 = const > 0.

W ten sposéb przy zalozeniu, ze spelnione sa warunki (8.10), (8.13), uktad réwnan (8.9)
posiada nieskoniczenie wiele funkcji Greena.

Jesli ostabimy warunek (8.13) w nastepujacy sposob:
D>e(thy+- - +12), e = const > 0, 1 <k<m, (8.14)
to aby spetniona byta nieré6wnosc¢:
s 2 ) 2
5<sm Tky1 + -+ - +sin :L‘m> + 2(d1 cosTy + -+ dn, COSIm) > g9 = const > 0,
musi zachodzi¢ warunek:
dycosxy+ -+ dicosxy dpy1 - tdy, #£0. (8.15)

W ten spos6b dla uktadu (8.9) istnieje nieskoriczenie wiele funkcji Greena, o ile spetnione
sg warunki (8.14), (8.15).
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Rozwazmy z kolei uktad:

day . n .
—— = wyy sinay + wyg sin xy,
7 11 1+ w2 2
d
% = wy SIN 71 + wao Sin T9, (8.16)
d
d—i = (Acosxz + Bcosxa)y,

gdzie state w;; € R oraz y € R", za§ A, B s n X n wymiarowymi symetrycznymi macie-

rzami. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8.1. Uklad (8.16) posiada nieskoriczenie wiele funkcji Greena, jesli ma-

cierz S, okreslona wzorem:

A LwppA B
S=|, “n s(wd +wnB)| (8.17)
5(&)1214 + wng) WQQB
jest dodatnio okreslona oraz spetniony jest warunek:
det(A+ B) #0. (8.18)

DowoOD. Podobnie, jak w przypadku uktadu (8.1), rozpatrzmy forme kwadratowa postaci

V= <— [A cos 1 + Bcosmg}y, y>. (8.19)

Obliczmy pochodna tej formy wzdtuz rozwiazan uktadu sprzezonego do uktadu (8.16),

czyli uktadu o postaci:

dxq . .
v = W11 SIN 1 + wig SIN T,
dd? = Wa1 SIN T + Was SIN T, (8.20)
Zli = —(Acosz; + Bcosxs)y.
Mamy
1% :< [A sin z1 (wy sin 21 + wyg sin xy)+
+ B sin xo(ws Sin 1 + was Sin xg)}y, y>+
+ 2< {A cosri + B cos xg}y, {A cosx1 + B cos xg}y>,
skad

1% :<Ay, y>w11 sin? zq + <Ay, y>w12 sin xp sin T+
+ <By, y>w21 sin xp sin x9 + <By, y>w22 sin® zo+ (8.21)

2
+ ZH {A cos x1 + B cos xg}yH )
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Oznaczmy ¥y, = ysinxy, ys = ysin zo oraz okreslmy forme kwadratows ® nastepujaco:

® = (Ayr, y1)wn + (Ayr, y2)wnia + (Byr, y2)wan + (Bya, v )wno.

Zauwazmy, ze forme kwadratowg ® mozna rowniez przedstawi¢ w postaci:

®=(S7,7), U= H . Y1,y €RT,

Y2

gdzie S jest macierza dana wzorem (8.17). Poniewaz macierz S jest dodatnio okreslona,

wiec dla formy kwadratowej ® spelniona jest nieréwnosc:
® = e(|jy|I* + llw2ll?) = e(sin? 2 + sin’ x5)[|y?, e = const > 0. (8.22)
Pochodna formy kwadratowej (8.21) mozna zatem oszacowaé nastepujaco:
V > e(sin® ;4 sin® x)||y||* + QH {A cosxy + B cos xg}yHQ. (8.23)

Prawa strona nieréwnosci (8.23) zeruje sie dla y # 0, gdy jednocze$nie spelnione sa

warunki: x; = km, x9 = Im, k,l € Z oraz kiedy
{A cos km + B cos lw}y =0.

Oznacza to, ze prawa strona nieréwnosci (8.23) bedzie dodatnio okreslona, gdy uktad
rownan:

[(=1)FA+ (=1)'Bly =0, (8.24)

nie posiada niezerowych rozwiazan, co bedzie spetione przy warunku (8.18). Pochod-
na formy kwadratowej (8.19) jest zatem dodatnio okreslona, a wiec uktad (8.16) bedzie

posiadat nieskonczenie wiele funkcji Greena. [



9. Caltkowa postaé¢ ograniczonych
rozmaitosci pewnych uktadéw réwnan
rozniczkowych

Chociaz przeprowadzono gtebokie badania problemu istnienia funkcji Greena (1.6)
dla uktadu (1.1), to konkretny zapis funkcji Greena dla nawet prostych przyktadow jest
skomplikowany, a czasami wrecz niemozliwy. Przekonamy si¢ o tym w niniejszym rozdzia-
le.

Zatézmy, ze istnieje forma kwadratowa

V= <S(x)y, y>, y € R", (9.1)

w ktorej symetryczna macierz wspotezynnikow S(z) jest rézniczkowalna w sposéb ciagly
i ograniczona na R™. Niech pochodna tej formy wzgledem uktadu sprzezonego do uktadu

(1.1) postaci:

dx
% = f(l’%
dy (9.2)
A
o (2)y,
bedzie dodatnio okreslona. Woéwczas spelniony jest warunek:
([() = S@AT(@) - A@)S @]y, v) > Iyl 93)

dS(a K 9S(x
adzie S(x) = 757 f(2) = ¥ T2 fj(x).
j:

Oznaczmy przez M zbiér takich wartoéci = 7 € R™, ze macierz wspotczynnikdéw
S(x(t; )) formy kwadratowej (9.1) dla dostatecznie duzych dodatnich wartosci ¢, ¢t €
[T ) jest dodatnio okreslona, a dla dostatecznie duzych ujemnych wartosci t, ¢t €
( } jest ujemnie okreslona.

Przykladowo, jesli sprzezony uktad jest o postaci:

dx
dt
dy
dt

=1,
(9.4)
n(tghz)y,

gdzie stata n > 0, to zbior M pokrywa si¢ z R, poniewaz kazda rozniczkowalna w sposob

ciagly 1 ograniczona na R funkcja s(x), ktéra spelnia nieréwnosc:

$(x) + 2ns(x) tghz > 1,



94

musi przyjmowa¢ wartosci dodatnie dla dostatecznie duzych z i wartosci ujemne dla do-
statecznie duzych ujemnych wartosci x.

Jesli z kolei rozpatrzymy przyktad:

d—x =sinw

di ’ (9.5)
&y _ —a(cos )

dt y7

z dodatnia stala a, to M = R \ {mn}, gdzie n =0,+1,+2,...
Zauwazmy, ze jesli w uktadzie:
W Az, (9.6
wartos$ci parametréow x = € M , to wszystkie rozwigzania tego uktadu eksponencjalnie
daza do zera dla |t| — oo, a méwiac bardziej dokladnie oznacza to, ze dla macierzy

fundamentalnej Q' () uktadu (9.6) dla z = # € M spekiony jest warunek:
197 (@)]| < Ne7™ 7, (9.7)

z pewnymi dodatnimi statymi V, v, ktore moga zaleze¢ tylko od & € M. Zauwazmy tutaj,
ze zbiér M nie zalezy od wyboru rozniczkowalnej w sposéb ciagtly i ograniczonej macierzy
S(x), ktora spelia warunek (9.3).

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9.1. Przypusémy, ze istnieje rozniczkowalna w sposob ciggly i ograniczona
na R™ symetryczna macierz S(x), dla ktorej spetniony jest warunek (9.3). Wéwczas ist-
nieje ciggla i ograniczona na R™ macierz C(x), taka zZe dla funkcji (1.6) spelniona jest

nieréwnosé (1.7) i dla kazdego x = T € M wartosci macierzy C(x(1;%)) okreslone sq

rownosciq:
Olalr: ) = % (2) Ww(aé@fﬂmdz] R [ / (Qs@))Tdez] W@ (08

DowOD. Doprowadzmy uktad (1.1) do uktadu regularnego

dx

E - f(l')7

W _ Ay (9.9)
dt '

d

% =4 — AT(x)y% Y; S Rna

ktory posiada dokltadnie jedng 2n x 2n—wymiarowa funkcje Greena:

GQ(T, JJ) =

Q0(x) 0 Ci(z(r;z)) Chra(z(r;x)) <0

_ _w(O, T, ) (QS(x))T_ -021($(T; ) Co(x(miz))| S (9.10)
Q0 (x) 0 Cu(z(riz)) =1,  Cha(a(r;2)) -
w(O,m) (%@) || Culelra)  Omla(ro) — 1| ’
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gdzie w(t, 7, x) = j(Qf(x))TQi(x)dz

Dla dowolnych wartosci T, ma miejsce rOwnosé

Go(7,7) — Go(1,7) = +/OOGO(Z,:(:) [P(x(z,x)) — P(:z:(z; f)):|GZ(T, T)dz,

, z ktorej wynika nieréwnosé

Héo(T,ZL‘ Go(1,7)| < L /HP (z; x - P(m(z,f))H e dz.

Poniewaz po prawej stronie nieréwnosci caltka jest zbiezna jednostajnie wzgledem Z, T €
R™, to jest ona funkcjg ciagta, zalezng od zmiennych 7,z i dla T = ¥ przyjmuje wartosé¢
réowng zero. Uwzgledniajac to, ze Go(0~,2) = [Ci;(x)]i j=12, na podstawie nieréwnosci,
mozemy stwierdzi¢ ciggla zaleznos¢ wzgledem zmiennych x € R™ macierzy C;;(x) z po-
staci funkcji Greena (9.10). Blok C11(x) = C(x) jest ta funkcja, z jaka funkcja Greena
(1.6) spelnia warunek (1.7).

ZnajdZzmy réwnania wzajemnie dopetniajacych podprzestrzeni ET(Z), E~(7) z R*",

takich, ze wszystkie rozwiazania uktadu:

d R o
% = A(z:(@))y1, 7e M,

(9.11)
dys

dt =Y — AT(%@))Q% Yi € Rna

ktére maja poczatek dla t = 0 w E*(Z) i daza do zera w +o00, oraz rozwigzania, ktore
maja poczatek dla t = 0 w E~(Z) i daza do zera przy t — —oo. W tym celu ogdlne
rozwigzanie y; (t) = Qf(Z)y10 pierwszej czesci ukladu (9.11) podstawmy do drugiej czesci
tego uktadu, otrzymujac

dy2 _
dt

Zapiszmy ogdlne rozwiazanie tego uktadu w postaci:

= — AT (24(Z))y2 + Q(Z) Y10 (9.12)

() = (A(2)) [y20+ / 7)) Qi (z)dz - ym] (9.13)

Poniewaz (Q?(f))T jest macierza fundamentalna uktadu sprzezonego do uktadu (9.6), to

T
rozwiazanie y(t) = (Qg (f)) Yo Wzrasta w +oo i w —oo. Z drugiej strony, jezeli poczatkowe
wartosci yi0, Y20 znajduja sie w podprzestrzeni E1(Z), to funkcja (9.13) powinna dazy¢

do zera w +o00, tzn. musi zachodzi¢ réwnosc¢:

po+ [ (%(@) Q@)= yi0 = 0. (9.14)
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Analogicznie, jedli wartosci poczatkowe 410, Yoo znajduja sie w podprzestrzeni £~ (), to
z réwnosci (9.13) otrzymujemy
0
2o\ e o
Yoo — / (Qo(x)) Q5(Z)dz - y10 = 0. (9.15)
Oczywiscie réwnanie (9.14) opisuje podprzestrzein E*(Z), a réwnanie (9.15) okresla pod-
przestrzen £~ ().

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

o, = / (23(2)) " 24 (@)d-, (9.16)
o — / (23(2)) " 24 (@)d-, (9.17)

przy czym ® = &, + &_. W ten sposdb réwnania podprzestrzeni ET(Z) i E~(Z) maja
postac:

Et: y+d,y=0, E~: y—o_y=0.
Teraz znajdziemy 2n x 2n wymiarows macierz rzutowania P na podprzestrzen E* wzdtuz

podprzestrzeni £~. Wystarczy w tym celu znalezé¢ rzuty wektorow jednostkowych, a wiec

znalez¢ P (; iP . Zapiszmy odpowiednie uktady réwnan:
Y+ &, X =0, Y+&, X =0,
Y- (X-1, =0, Y—-I1,—-d_X =0,

gdzie X,Y sa zmiennymi kwadratowymi macierzami. Na podstawie rozwigzan tych ukta-

déw tworzymy macierz P:

oo —o!

pP—=
— D 1D D, D!

. (9.18)

Poniewaz funkcja Greena (9.10) jest jedyna dla rozszerzonego uktadu (9.9), to dla ma-
cierzy rzutowania [C;;(x)]; j=1,2 spelnione sa tozsamosci (1.23), stad w naszym przypadku

dla wartosci x =7 € M, otrzymujemy:
Ci(z(r;2)) Chra(z(1;2)) _
Cor(x(1;%)) Cop(x(r; X))

1o —pt
— P, P 1d_ D, D!

05 (7) 0
w(0,m,2) (22a))"

00 () 0
~ T T °

w(r,0,7) (2%(9)

Blok Cy,(Z) zapisanej macierzy jest macierza C(Z) w strukturze funkcji Greena (1.6)

dla wartosci z = 7 € ]\7, skad

Cla(ri) = Cunla(rs) = (@0~ o~ [ (25(0))" 50302 0(5),
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Korzystajac teraz z oznaczen (9.16), (9.17), otrzymujemy réwnosé (9.8). O

Uwaga 9.1. W przypadku kiedy zbiér M jest wszedzie gesty w R, macierz C (Z), wyzna-

czong wzorem (9.8), mozna dookresli¢ do macierzy ciaglej dla wszystkich x € R™.

Uwaga 9.2. Rozpatrujac zamiast uktadu (9.9) bardziej ogdlny:

dx

E - f(x)u

d

=k = Ay, (9.19)
d

% = B<$)y1 - AT(x)y% Yi c Rn?

z pewna n X n wymiarowa macierza B(x), ciagta i ograniczona na R™, dla ktérej spelniony
jest warunek dodatniej okreslonosci:

(B@)y, y) > Blyll*, 8= const >0, (9.20)

postaé¢ (9.8) macierzy C(x(7;Z)) mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

Ol (7)) = O(3) WY%(@)TB@(Z; f»%@mz]

Y [ [ (2(2)) Bt a)eie)iz| o2z

— 00

Uwaga 9.3. Jesli warunek (9.20) zamienimy na stabszy:

(Bla)y.y)>0.  VyeR" y#0, (9.21)

to przy spemieniu nieréwnosci (9.3) uktad liniowy:

d

% = A(x(t; 2))y, v € R™,

[ yt (9.22)
W2 (e — AT(( ), v € R,

bedzie eksponencjalnie dychotomiczny na osi R dla kazdej ustalonej wartosci parametru
x € R™, a funkcja Greena dla uktadu (9.19) moze nawet nie istnie¢. Mozna to zilustrowaé

na przyktadzie:

dzi _ o =19
— 1 =
dt o
d
% = (—2tghz + tghza)ys,
dys ( 1 >
Y2 _ 2tghz, — tgh :
dt cosh? x5 v+ (2tghm v

Uwaga 9.4. Sposob konstrukeji macierzy rzutowania (9.18) pozwala na zapis macierzy P
w nieco ogdlniejszej postaci. Mianowicie, jedli pewna podprzestrzen ET jest wyznaczona
uktadem rownan:

Ay + Ay = 0,
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a podprzestrzen £~ innym ukltadem rownan:
Agryr + Agyp = 0,
i podprzestrzenie te sg wzajemnie dopekliajace w R™: R” = ET & E~, co oznacza, ze

f411 /412
1421 1422

det #0,

to macierz rzutowania na podprzestrzen E wzdtuz podprzestrzeni E~ posiada postaé:

/411 1412
1421 1422

0 0
Ag1 A

P =

Rozpatrzmy teraz, metoda poréwnania, jednoczesnie dwa przyktady:

dr _
dt
dy _
dt

L,
(9.23)

dx

— =sinx,
dy
dt

(9.24)
= n(cos )y,

gdzie n jest liczba naturalna. Dla uktadu (9.23) mamy:

e n
6T+w'+*6 T—T
ettz + e—t—=x )

o(t;z) =t+ 2, QH@:(

a dla uktadu (9.24) otrzymujemy

0 (1) = (

e” cos? f4e’ sin?

2

W8 o|g

).

W celu bezposredniego wyznaczenia funkcji C(z), ktéra wystepuje w strukturze funkeji

et cos? § + e~tsin

Greena (1.6), otrzymujemy, odpowiednio dla uktadéw (9.23), (9.24), nastepujace uktady
nieré6wnosci:

Ca) <K ()

ce, (9.25)

Clw) -1 < K(Z )

oraz

|C(x)] < K(Sin2 §>n (9.26)
) :

2 T\"
(cos 2) )

C(z) = 1] <
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Dla wyznaczenia funkcji C(z) zastosujemy teraz wzér (9.8) dla wartosci 7 = 0. Otrzymu-

jemy wtedy:

400 T 4 o= 2n -1 0 e 4 e 2n
Clz) = [ / <W> dt} / (W) dt,
dla uktadu (9.23) i odpowiednio dla uktadu (9.24):

0

b 1 n -1 1 2n
le) = / dt / dt.
(=) [oo (et cos? 5 + et sin? g) ] . (et cos? £ + et sin2 ;c)

Obliczajac calki (9.27), (9.28) dla n = 2, dostajemy odpowiednio

e * 2 e * 3
Cla) =1 —3() +2<) ,

2 3
C(z)=1- ?)(cos.2 ;) + 2(0052 g) :

a dla n = 3 odpowiednio

—x 3 —x 4 —x 5
Clx)=1- 10(6) + 15(6) — 6(6) ,
et 4 e % et 4 e % et 4 e *

3 4 5
Clx)=1- 10<cos2 g) + 15(cos2 g) - 6(0032 g) .

Dokonujac w catce (9.27) zamiany zmiennych y = e2(+®) | otrzymujemy

2
+oo n—1 1 e’ n—1

y B y
C(x) = /7d /761 .
) L (y + 1) y] J (y+ 1) !
Wykorzystujac rozktad

yn—l _ An + An—l + + Al
(y+1)2  (y+1)2>  (y+ 1)t (y + 1t

znajdujemy wspotczynniki

(n—1)!
(n =) —1)

i obliczamy calke z réwnosci (9.33), uzyskujac

Aj= (-1 = Ci -1

n—

(9.27)

(9.28)

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)

(9.34)

(9.35)
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Podobnie podstawiajac w calce (9.28) y = e * tg® £, otrzymujemy
+00

a stad, podobnie jak wczesniej, mamy

Oznaczmy y = sin® 5 1 rozpatrzmy funkcje:

(9.36)

(9.37)

Aby spetniona byla pierwsza nieréwnosé z uktadu (9.26) dla funkeji (9.36), nalezy wielo-

mian (9.37) przedstawi¢ w postaci ®(y) = y"®(y), gdzie P1(y) jest pewnym wielomia-

nem. Oznacza to, zeby dla y = 0, wszystkie pochodne funkeji ®(y) do rzedu n wlacznie

sa réwne zeru. Ze wzoru (9.37) widaé, ze ®(0) = 0 oraz
q)/ y — A n+j727
(v) (]Zl n -+ j — 1) Jz:l
stad
B Z A0 (y

ln—l-j—l =

Mamy zatem

(0)=> CiZi(-1) "t =0.
j=1

n n—1
=S A=y = (=) SO (y— 1) =
1=0

(1

—y)

n—1, n—1

Obliczajac teraz pozostale wartoéci pochodnych: ®”(0), ®”(0), ..., ®™(0), spetnione be-

da nastepujace réwnosci:

o"(0) = > (=1 CiTi(n+4—2) =0,

.
Il
-

(9.38)
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Powr6émy teraz do catki (9.33) i podstawmy o = yT11 Otrzymamy wtedy:

1

‘ }+1< )n—lo.n—ldo_
Cla) = —
[(1 —o)lom1do
0

Rozpatrzmy funkcje zmiennej z, majaca postac

(1—o0)" o ldo
(9.39)

(1 —o)"ton1do

W ten sposob funkcje (9.35) mozna zapisaé jako C(x) = @(%), a funkcje (9.36)
zapisa¢ jako C(z) = @(cos f) przy czym wielomian (9.37) i wielomian ©(1 — y) sa
jednakowe. Dla wielomianu O(1 — y) tatwo otrzymujemy zaleznosé

1—y

- y
[ (1—=o)" o ldo  [(1—0o)"to" tdo

Ol —y) = =2 _
(1 =0o) 1o ldo  [(1—o0)"lon"tdo
1 0

j—1 1 gyt
n Jg:l C ( )J nlj'_] !
= — —,
j; Conn (1)
oraz

0 y
[(1—=0o)"to"do — [(1 —0)" to" o
1 1

1-— @(y) = 0 =

J(1 —o)tonldo
1
Yy j—1
Of(l — o) lo" ldo ) E: CIml(=1)i- lnij -
1 - - : :

({(1 — o) lon—ldo ]gl sz—l(_l)j_lné_l

Uwaga 9.5. Dla wielomianu (9.39) spetiona jest tozsamosé: O(y) + O(1 —y) = 1.

Uwaga 9.6. Jesli rozpatrzymy rownanie funkcyjne:
O(y) +0(1—y) =1, (9.40)

to bezposrednie znalezienie funkcji O(y), takiej zeby punkt y = 0 byt pierwiastkiem krot-
nosci n dla réznicy O(y) — 1, moze sprawia¢ pewne trudnosci. Latwo mozna sie przekonad,

ze rozwiazaniami réwnania (9.40) beda wielomiany:

a) O(y) =2 - 3*+1 (n=2),
b) O(y) = —6y° + 15y* —10y° +1 (n = 3),
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c) O(y) = 20y" — 7045 + 84y° — 35y* + 1 (n =4).

Uwaga 9.7. Spelnione sa réwnosci (9.38), ktére mozna zapisa¢ w postaci:

(1) tCT) ek, =0, k=2,3,...,n.

1

n

J
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